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СТАТИСТИЧЕСКАЯ ПОГРЕШНОСТЬ РАСЧЕТА НУКЛИДНОГО 
СОСТАВА ТОПЛИВА ПРИ МАЛОЙ ГЛУБИНЕ ВЫГОРАНИЯ

Дегт ярев А.М., Мясников А.А. (РНЦ «Курчатовский ин-т»)

В настоящее время все большее распространение получает применение преци­
зионных статистических программ типа MCU [1] и MCNP [2] для расчета выгора­
ния топлива. Общая схема расчета строится так же, как и в случае детерминистских 
программ, в виде пошаговой итерационной процедуры по переменной времени. В 
простейшей реализации данной процедуры на ее каждой итерации с помощью на­
званных программ рассчитывается текущее состояние в момент времени ti, после 
чего исходя из вычисленных микросечений с привлечением дополнительных про­
граммных средств моделируется выгорание топлива на интервале [ti, ti+1].

При использовании статистических программ расчетные микросечения содер­
жат статистическую неопределенность, которая ставит вопрос о ее влиянии на рас­
чет динамики нуклидного состава. Этот вопрос и составляет предмет исследования 
настоящей работы.

В целях упрощения задачи ограничимся ситуацией, которая определяется сле­
дующими основными положениями:

выгорание топлива допускает однородное описание по пространственным ко­
ординатам, т.е. топливо выгорает как «точечный» объект;

с учетом малой глубины выгорания из всего комплекса реакций в ядерном топ­
ливе рассматриваются только выгорание 235U и динамика накопления 239Pu. Кон­
центрация 238U постоянна, в цепочке преобразований 238U(n, γ)239Pu пренебрежем 
промежуточными нуклидами, включая 239Np;

спектр нейтронов является тепловым, реакции на 235U и 239Pu ограничены обла­
стью тепловой энергии <1 эВ. В случае 238U помимо захвата нейтронов в тепловой 
области учитывается резонансный захват, а также реакция деления в быстрой об­
ласти энергии;

в течение кампании микросечения реакций остаются постоянными.
Приближения, которые определяются первыми тремя положениями, в той или 

иной мере допустимы при описании выгорания топлива в небольшом фрагменте 
активной зоны, например, аксиальном слое ТВС реактора с выраженным тепловым 
спектром нейтронов. Примерами такой ситуации служат промышленные уран- 
графитовые реакторы [3], а также начальный период кампании РБМК и тяжело-
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водных реакторов. Положение о постоянстве микросечений заметно огрубляет ди­
намику концентрации нуклидов даже при малом выгорании топлива. Воспользуем­
ся им в связи с оценочным характером работы, а также тем, что это приближение 
позволяет в явном виде выделить некоторые особенности проявления статистичес­
кой погрешности.

Запишем уравнения выгорания в виде

(1)

с начальными условиями

M5(0) = M5(t = 0) = Mux; M8(0) = M8(t = 0) = Mu( 1 - x); M9(0) = M9(t = 0) = 0,

где i —  нуклид (5, 8, 9 —  235U, 238U, 239Pu соответственно); M —  масса нуклида, г/т 
начальной массы топлива; x —  начальное обогащение топлива; общепринятые ин­
дексы при микросечениях обозначают тип реакции; d F  = Фdt; Ф —  интегральный 
по спектру поток нейтронов; σ — усредненные по спектру микросечения.

От приращения флюенса dF  перейдем к расчету приращения энерговыработки 
dW  с помощью соотношения

d W  = (∑w iM iσfi)dF; i = 5 ,  8 , 9,

где w  — энерговыделение при делении 1 г нуклида. 
Тогда уравнения (1) принимают вид

(2)

Согласно уравнениям (2) решение системы не изменится, если все микросече­
ния умножить на произвольный общий коэффициент. Поэтому вместо микросече­
ния в системе (2) допустимо использовать произвольную характеристику интен­
сивности соответствующих нейтронных реакций при условии ее связи с истинным 
микросечением некоторым общим коэффициентом. Таковой, в частности, является 
рассчитываемая с помощью программ MCU и MCNP скорость реакций на одно яд­
ро r в нормировке на один введенный в среду нейтрон деления.

Воспользуемся моделью выгорания (2) для анализа чувствительности зависи­
мостей M5(W) и M9( W) к статистической погрешности скорости реакций r . В пер­
вую очередь заметим, что непосредственное использование в системе (2) статисти­
ческих погрешностей, которые приводятся в результатах расчета по программам 
MCU и MCNP, невозможно из-за отсутствия сведений об их корреляции. Для вос­
полнения этого пробела обратимся к модели нейтронных реакций, которая основы­
вается на принятых основных положениях работы и дополняет их:
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в области энергии >1 эВ полное поглощение на уране 238U слагается из деления 
и радиационного захвата и может быть представлено в виде

R бa8 = Rf8 + R бc8 = Rf8 + (1 -  Rf8)a, (3)

где символ б  обозначает область >1 эВ. Отметим, что здесь и далее R будем ис­
пользовать для обозначения полной скорости реакции на всех ядрах соответст­
вующего нуклида. Выражение (3) исходит из следующего. Пусть в среду был вве­
ден один быстрый нейтрон. С вероятностью (1 -  Rf8) он окажется в области замед­
ления ниже порога деления 238U и в этой области с вероятностью a испытает 
радиационный захват на 238U. Описав процессы на 238U в области >1 эВ выражени­
ем (3), определяющие параметры Rf8 и a можно считать независимыми в отноше­
нии их статистической погрешности. Данное утверждение основывается на том, 
что в результате многочисленных столкновений в процессе замедления нейтрон 
«забывает» свои начальные свойства, поэтому для нейтрона, оказавшегося в облас­
ти резонансного поглощения, вероятность поглотиться не зависит от той вероят­
ности вызвать деление 238U, которую он имел при своих начальных свойствах;

реакции в области <1 эВ выражаются как

rmi = (1 — Rбa8)ψpmi, (4)

где ψ — случайная величина с математическим ожиданием, равным 1, введенная 
для учета статистической погрешности; p mi — вероятность реакции m на одном яд­
ре нуклида i (реакции деления и радиационного захвата на 235U и 239Pu, а также ра­
диационного захвата на 238U).

По аналогии с соображениями, высказанными в отношении независимости 
скорости деления 238U Rf8 и параметра a , статистическую погрешность параметра ψ 
также можно рассматривать как независимую от статистической погрешности Rf8 и 
a . Относительно взаимосвязи параметров ψ и pmi отметим следующее. Скорость 
реакций по программам MCU и MCNP вычисляется по траекториям. Таким обра­
зом, если в процессе моделирования истории нейтрона его траектория проходит 
через некоторый объект, то определяется вся совокупность реакций, соответст­
вующих нуклидному составу объекта и характеристикам нейтрона. Поэтому пара­
метры ψ и p mi в отношении статистической погрешности расчета будем прибли­
женно рассматривать как жесткосвязанные величины с коэффициентом корреля­
ции 1. Строго говоря, для справедливости данного приближения требуются 
дополнительные условия, в частности, одинаковая форма энергетической зависи­
мости сечений в тепловой области. Отсюда, полагая ψ подверженным статистичес­
кой погрешности, параметры pmi можно рассматривать как детерминированные, 
свободные от этой погрешности.

Согласно модели (3)—(4) скорость реакций описывается скоростью делений 
238U Rf8 и набором параметров a, ψpmi, причем статистическую погрешность опре­
деляют Rf8, a, ψ. Значение Rf8 и ее статистическая погрешность содержатся в ре­
зультатах расчетов по программам MCU и MCNP, a, p mi и статистические погреш­
ности a, ψ вычисляются с помощью соотношений (3) и (4) в соответствии с расчет­
ной скоростью реакций и статистической погрешностью. Так, для статистических 
погрешностей а и ψ согласно уравнениям (3) и (4) имеем
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(5)

Здесь s — среднеквадратичное относительное отклонение, которое в соответст­
вии с нормальным характером статистической погрешности расчета по програм­
мам является стандартом нормального распределения погрешностей в относитель­
ном исчислении.

Исходя из сказанного, заменим микросечение в системе (2) скоростью реакций 
на одно ядро, представив последнюю с учетом соотношений (3), (4) следующими 
выражениями:

rf8 = Rf8/N8;
rc8 = (1 -  Rf8)a/N8 + (1 -  Rf8)(1 -  a)ψpc8; 

rmi = (1 - Rf8)(1 - a)ψpmi; m = c, f , i = 5,9,
(6)

где N8 — число ядер 238U.
Полученная модель в рамках принятых приближений адекватно интерпретиру­

ет результаты расчета скорости реакций r по статистическим программам, при 
этом, что и составило цель ее создания, содержащиеся в ней статистические по­
грешности Rf8, a, ψ взаимно независимы.

Изложенный подход к описанию статистической погрешности r позволяет дос­
таточно просто получить численные оценки обусловленной ею погрешности расче­
та выгорания топлива. Для этого в качестве первого шага условно примем некото­
рые наборы значений скорости реакций R0 и r0, например, рассчитанные по тем же 
программам на большом объеме статистики в качестве истинных, свободных от 
статистической погрешности. Отметим, что для 235U и 239Pu в этом качестве целесо­
образно принять интегральную по всему спектру скорость реакций.

Подставив в уравнения (2) скорость реакций r0, вычислим зависимости M i( W )0, 
i = 5,9, которые будем трактовать в качестве реперного точного решения.

Теперь представим, что воспользовались статистической программой и полу­
чили вместо точной скорости реакции r0 приближенное значение r , содержащее 
статистическую погрешность. При этом вероятностный закон совместного рассея­
ния компонентов r в окрестности r0 может быть установлен исходя из полученной в 
расчете среднеквадратичной статистической погрешности. Для этого в дополнение 
к s(Rf8) с помощью соотношений (5) вычислим среднеквадратичную погрешность 
s(a) и s(ψ). Отметим, что в данных вычислениях вместо приближенной скорости 
реакций ввиду малости отклонений R -  R0 можно использовать условно точные 
значения R0 и r0. Тогда с учетом полученных значений s(Rf8), s(a), s (ψ) закон рас­
пределения скорости реакций r будет описываться уравнениями (6), если в их пра­
вой части детерминированные параметры точно, а вероятностные параметры в сво­
ем математическом ожидании берутся равными своим соответствующим условно 
точным значениям. В случае s(Rf8), s(a) и s (ψ), равных 0, из уравнений (6) будет, 
таким образом, получено r = r0.



АТОМНАЯ ЭНЕРГИЯ, Т. 98, ВЫП. 2, ФЕВРАЛЬ 2005 95

Исходя из сказанного, модель одиночного расчета кампании с использованием 
статистических программ для расчета скорости реакций r  выглядит следующим 
образом. В момент времени t0= 0 со свежим топливом W0 = 0 вычисляется скорость 
реакций r , которая подчиняется описанным закономерностям. Ее конкретная реа­
лизация может быть найдена путем случайного розыгрыша в соответствии с этими 
закономерностями. Затем моделируется выгорание топлива на интервале [t0, ti] 
(или, что тоже самое, [W0, W1]), новый расчет скорости реакций r  на правом конце 
этого интервала и т.д. При этом значения скорости реакции r в узлах сетки своего 
пересчета можно считать взаимно независимыми в отношении статистической по­
грешности. Примем, что в течение кампании среднеквадратичная погрешность 
скорости реакций r остается постоянной. Отсюда с учетом такого же постоянства и 
микросечений ясно, что в каждый момент кампании скорость реакции r является 
реализацией случайного вектора, вероятностный закон распределения которого 
постоянен по всей топливной кампании и описывается выражениями (5), (6). В ре­
зультате такого моделирования кампании будет получено одиночное приближен­
ное решение Mi(W), i = 5,9.

Для установления ожидаемой погрешности приближенного решения восполь­
зуемся схемой статистических испытаний с многократным повторением расчета 
топливной кампании по изложенной схеме при случайных и взаимно независимых 
между этими расчетами розыгрышами значений скорости реакций r.

Последующее конкретное рассмотрение проведем на примере характерных для 
промышленных уран-графитовых реакторов особенностей нейтронно-физических 
реакций и их расчета по программе MCU применительно к тонкому аксиальному 
слою рабочего канала. Исследовали несколько возможных вариантов моделирова­
ния кампании, отличающихся общим по кампании объемом статистических расче­
тов (N  = 105, 106, 107 историй нейтронов) и числом пересчетов скорости реакций r 
( k  = 1, 4, 12). В каждом варианте узлы сетки пересчета скорости реакции г распола­
гались с равным шагом по переменной энерговыработки, при этом объем статисти­
ки n = N/k на каждом шаге пересчета, соответственно и среднеквадратичная по­
грешность s(r) задавались постоянными. Кампанию топлива принимали равной 
1000 МВт сут/т, число статистических испытаний для каждого рассмотренного ва­
рианта моделирования кампании составляет 10 тыс.

В таблице приведены параметры, характеризующие рассмотренный в работе 
диапазон статистической погрешности для двух предельных вариантов объема 
статистики n  = 10 млн (N =10 млн, k  = 1) и = 8,3 тыс. (N = 100 тыс., k = 12). В ка­
честве погрешности расчета M i(W) примем среднеквадратичное значение [ΔM i(W ) -

Среднеквадратичная погрешность расчета r, 10-3 отн. ед.

Параметр Объем статистики 10 млн историй Объем статистики 8,3 тыс. историй

Rf8, rf8 0 ,4 5 15

a 0 , 7 0 2 4

ψ 0 ,3 3 1 2

rc8 0 ,2 4 1 0

r mi ,  m  =  c ,  f ,  i =  5 ,9 0 ,3 5 1 3
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Среднеквадратичная погрешность расчета выгорания 
235U (а)  и накопления 239Pu (б)  в зависимости от 
энерговыработки: 1 — N  =  0,1 млн историй; 2  — 
N  = 1 млн историй; 3  — N =  10 млн историй, в преде­
лах одного семейства сверху вниз пересчет спектра 
за кампанию 12, 4 и 1 раз

- ΔMi(W )0]/ΔM i(W )0, где ΔM i(W) = 
= abs[Mi(W ) -  Mi(W  =  0)], i =  5,9 есть 
масса выгоревшего 235U и накопив­
шегося 239Pu. Полученные результаты 
позволяют сделать некоторые качест­
венные суждения о влиянии статис­
тической погрешности на расчет 
концентрации 235U и 239Pu (см. ри­
сунок).

В рамках рассмотренной ситуа­
ции (постоянный по энерговыработке 
W шаг пересчета скорости реакций r 
и постоянство объема статистики при 
каждом таком пересчете) при N  = 
= const погрешность ΔM i(W) к момен­
ту достижения выгорания W опреде­
ляется общим объемом накопленной 
статистики расчета скорости реакций, 
безотносительно к тому, каким обра­
зом она была набрана. Соответствен­
но с этим наилучшая точность в це­
лом по кампании достигается, когда 
весь объем статистики N  приходится 
на единственный расчет r в начале 
кампании. Оптимальность такой 
стратегии, однако, всецело определя­
ется исходными упрощающими пред­
положениями о постоянстве микросе­
чений, которые были положены в ос­
нову работы. В реальности пересчет 

спектра по кампании необходим, чтобы учесть динамику микросечений. Тем не 
менее полученные результаты дают основания утверждать, что и тогда в конце 
кампании благодаря самокомпенсации статистической неопределенности погреш­
ность выгорания 235U и накопления 239Pu будет отвечать погрешности скорости ре­
акций s(r) при расчете в объеме суммарной за кампанию статистики. При фиксиро­
ванных энерговыработке W и числе пересчетов спектра k погрешность расчета 
ΔMi(W) прямо пропорциональна порождающей ее статистической погрешности 
s(r). Незначительность нелинейных эффектов обусловлена, главным образом, ма­
лой глубиной выгорания топлива.

Практически важным выводом является существенно меньшая, чем s(r), по­
грешность расчета ΔM5(W) и не превосходящая s(r) погрешность расчета ΔM9(W). 
Например, при объеме статистических расчетов N = 105 историй нейтронов, которо­
му отвечает погрешность скорости реакций s(r) ~ 0,3—0,5%, погрешность выгора­
ния 235U и накопления 239Pu в конце кампании равна 0,07 и 0,3% соответственно. 
Таким образом, даже при скромном по современным меркам объеме статистики
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существенно меньше других возможных источников неопределенности, связанных, 
например, с недостоверностью знания реальной глубины выгорания и погреш­
ностью библиотечных микроконстант.

Из других особенностей погрешности s[ΔM i(W)] остановимся на 4-, 5-кратном 
различии ее значения для 235U и 239Pu. То, что s[ΔM5(W)] мала относительно s(r), 
ясно из первого уравнения системы (2). Если учесть в нем только главные члены, 
связанные с 235U, оно принимает вид

и в такой форме утрачивает чувствительность к статистической погрешности, по­
скольку в отношении последней микросечения в числителе и знаменателе жестко 
связаны. В случае M 9(W) главными членами, как видно из второго уравнения (2), 
являются (n, γ)-реакция на 238U и (n, f)-реакция на 235U. Связь этих реакций в отно­
шении статистической погрешности неоднозначна вследствие значительного резо­
нансного захвата на 238U и описывается коэффициентом корреляции ~0,5. Поэтому 
погрешность накопления 239Pu по порядку величины совпадает с погрешностью 
скорости реакций r и заметно превышает погрешность выгорания 235U.

Отметим, что усреднение Mi(W) по серии испытаний, моделирующих расчет 
кампании с использованием статистической программы, дает, строго говоря, ре­
зультат, отличный от точного решения M i( W)0. Причиной этого является нелиней­
ность правой части уравнений (2) от случайных параметров Rf8, a , ψ. Как следствие 
усредненное по вероятностным распределениям Rf8, a , ψ значение правой части 
уравнений (2) отличается от точного при r = r0. Поэтому в отклонении Mi(W), по­
лученных на основе статистическим образом определенных r , от Mi(W)0 присутст­
вует помимо случайного и некоторое систематическое смещение. Этот эффект, 
однако, не превышает 0,01% в модуле [ΔMi(W) -  ΔMi(W)0]/ΔMi(W)0 даже в случае 
N = 100 тыс. и не представляет практического значения.

Таким образом, применительно к реактору с тепловым спектром показано, что 
в случае малой глубины выгорания статистическая погрешность расчета микро­
констант не оказывает существенного влияния на расчет динамики содержания 235U 
и 239Pu и практически незначима уже при s(r) ~ 0,3—0,5%, что соответствует объ­
ему статистических вычислений за кампанию 100 тыс. историй нейтронов.
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