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СРАВНЕНИЕ ДВУХ ПОДХОДОВ АНАЛИЗА РАЗДЕЛЕНИЯ В ГАЗОВОЙ 
ЦЕНТРИФУГЕ МЕТОДОМ УСРЕДНЕНИЯ ПО РАДИУСУ

Александров О.Е. (Уральский гос. технический ун-т — УПИ)

Работа посвящена двум проблемам: объяснению некоторых аспектов метода 
усреднения по радиусу на основе вихревого потенциала [1—3], которые, как пока­
зали недавние публикации [4], не нашли достаточного понимания, и обсуждению 
фундаментальной роли вихревого потенциала в описании конвективной диффузии.

Далее всюду будет использоваться цилиндрическая система координат (r , ф, z), 
ось OZ которой совпадает с осью вращения ротора центрифуги, плоскость z = 0 
проходит через точку подачи питания в разделительную камеру ротора. Всюду, где 
не оговорено иное, предполагается, что от угловой координаты 0 ничего не зави­
сит. Рассматривается изотопное приближение, когда в силу малой разницы массы 
компонентов можно не различать массовую и числовую концентрацию.

Основным методом аналитического описания разделения в газовой центрифуге 
по настоящее время остается метод усреднения по радиусу [5]. В классической 
теории Коэна при выводе одномерного уравнения диффузии в роторе центрифуги 
[5, 6] использовали приближенный подход, основанный на использовании функции 
тока как основной характеристики внутрироторного течения. При выводе уравне­
ния были сделаны некоторые приближения и допущения, ограничивающие приме­
нение теории областью однородных вдоль оси ротора циркуляционных потоков и 
малых потоков питания. Уравнение хорошо описывает основные закономерности 
процесса разделения, но приводит к некоторым противоречиям при рассмотрении 
предела отсутствия циркуляционного потока в роторе и оставляет открытым во­
прос о применении теории к случаю неоднородного потока циркуляции в роторе и 
случаю не малой концентрации.

В работах [1—3] обобщен метод усреднения по радиусу на основе разложения 
поля плотности потока массы внутри ротора газовой центрифуги ρV на вихревую 
ρV Ψ и  потенциальную составляющую ρМφ:

ρV = ρVψ + ρVφ = pD rot(Ψ) + grad(φ), (1)

где ρ — плотность газа; D — коэффициент диффузии, множитель ρD введен для 
удобства —  обеспечивается безразмерность Ψ и предполагается, что ρD не зависит 
от координат, единственный отличный от нуля компонент Ψ обусловлен двумер­
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ностью течения в цилиндрических координатах; VΨ, V φ — соответствующая ско- 

рость течения; Ψ = Ψ — векторный потенциал скорости, характеризующий ин-

тенсивность циркуляции; φ — скалярный потенциал, характеризующий транзит­
ный поток. Разложение типа (1) является единственным для непрерывного вектор­
ного поля.

Этот подход показал, что одномерное уравнение диффузии, полученное мето­
дом усреднения по радиусу, остается справедливым для произвольного циркуляци­
онного потока в роторе и может быть получено без основных предположений клас­
сической теории: однородный поток вдоль оси (независимость потока от ζ или 
отсутствие радиальных конвективных потоков), пренебрежение осевым диффузи­
онным потоком, допущение нарушения граничных условий для радиального диф­
фузионного потока.

Наиболее общий вид одномерного уравнения диффузии

(2)

здесь N  — средняя по сечению молярная концентрация

изотопа; f  = ΔmΩ2/kT; Δm — разность молекулярной массы разделяемых изото­
пов, предполагается Δm > 0; Ω  — угловая скорость вращения центрифуги; 
υ = (V φ/D); Ni — концентрация изотопа в отборе (i = Р) или отвале (i = W). Единст­
венным существенным предположением при выводе уравнения (2) являлась замена

<N(r)X(r)> ≈ <N(r)><X(r)> (3)

при усреднении точного уравнения, полученного тождественным преобразованием 
уравнения диффузии [1]. Об ошибках, вносимых в теорию предположением (3), 
будет сказано позднее.

К сожалению, как показали последующие публикации [4], разложение поля 
потока массы на вихревую и потенциальную часть (1), большая точность и одно­
значность такого описания движения газа в роторе по сравнению с ранее использо­
вавшейся функцией тока не нашли понимания. Так, в работе [4] указывается на два 
противоречия теории вихревого потенциала:

«...осевое обогащение отсутствует в прямоточной центрифуге с вязким га­
зом...», но «...с точки зрения [1] осевое обогащение должно возникать из-за конеч­
ной завихренности всего течения...»;

«...осевое обогащение возникает в центрифуге с организацией невязких потен­
циальных потоков по схеме Бимса...», но «...с точки зрения [1] осевое обогащение 
должно отсутствовать, так как потенциал циркуляции отличен от нуля только на 
поверхности тангенциального разрыва (нулевого объема), разделяющего разнона­
правленные ветви течения...».
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Далее делается утверждение о большей строгости анализа разделения на осно­
ве классической функции тока с некоторыми изменениями и дополнениями.

Прежде чем обсудить универсальный характер разложения (1) и некоторые 
общие выводы, следующие из этого разложения, необходимо разъяснить цитируе­
мые противоречия.

В первом случае, если предположить, что имеется в виду классическая прямо­
точная центрифуга (рис. 1, а), где питание вводится на одном торце ротора, а отбор 
осуществляется на противоположном торце на разных радиусах, уравнение (2) 
просто неверно. Теория [1] даст для прямоточной центрифуги иное уравнение. Это 
связано с иным условием для интегрального потока изотопа вдоль оси ротора:

где N — концентрация изотопа; NF— концентрация изотопа в питании. В то время 
как для центрифуги с отбором и отвалом на разных торцах (рис. 1, б) соответст­
вующее условие гласит:

где Ni — концентрация изотопа в отборе (i = Р) или отвале (i = W) в зависимости от 
того, какая часть ротора, обогатительная или извлекающая, рассматривается. Отме­
тим, что N, здесь неизвестная константа. Для прямоточной центрифуги применение 
метода усреднения по радиусу просто невозможно в силу того, что основной эф­
фект разделения связан исключительно с радиальным градиентом. Впрочем, это 
утверждение справедливо 
и для теории [4].

Если же предполо­
жить, что в работе [4] под 
прямоточной подразумева­
ется центрифуга с подачей 
питания на середине вы­
соты ротора, но без цир­
куляции газа в роторе 
(рис. 1, б), то действитель­
но, вязкое течение газа в 
таком случае создаст из-за 
прилипания к стенке рото­
ра завихренность течения и 
как следствие ненулевой 
вихревой потенциал Ψ  в 
разделительной камере ро­
тора. Однако автор [4] 
полностью упускает из ви­
ду тот факт, что вихревой 
потенциал как функция 
радиуса меняет знак

Ри с .  1. Прямоточная центрифуга: а — классическая схема; б — 
возможно предложенная схема [4]; в — схематический характер 
радиальной зависимости для плотности потока массы 1 и вихре­
вого потенциала 2
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(рис. 1, в) и его среднее значение по радиусу близко к нулю и что знак усредненно­
го по радиусу потенциала (направление вектора (rΨ), см . уравнение (2)) будет в 
этом случае различным для обогатительной и извлекающей частей ротора—  это 
следует из симметрии течения относительно плоскости подачи питания z = 0 и раз­
ного знака потока массы ρ Vz. Несимметрия, возникающая из-за расположения от­
верстий отбора и отвала на разных радиусах, мала, так как длина ротора намного 
больше разницы радиусов. Как следствие внутри ротора возникнет ненулевой осе­
вой градиент концентрации, но этот градиент будет иметь противоположный знак 
для обогатительной и извлекающей частей ротора и взаимно компенсируется, т.е. 
не будет наблюдаться в виде внешнего коэффициента разделения центрифуги. Этот 
градиент может быть обнаружен, если будет измерено распределение концентра­
ции вдоль оси внутри центрифуги или если будет создана заметная несимметрия 
потоков изменением коэффициента деления потока или смещением точки подачи 
питания ближе к одному из торцов ротора, что приведет к появлению внешнего 
коэффициента разделения. Но в любом случае осевой градиент концентрации, свя­
занный с вязким прилипанием газа к стенке, мал, поскольку средняя завихренность 
мала по сравнению с потоком питания. Таким образом, первое противоречие носит 
мнимый характер.

Второе противоречие, на которое указывает автор [4], также является результа­
том некоторого непонимания. В центрифуге с организацией невязких потенциаль­
ных потоков по схеме Бимса (рис. 2) отличен от нуля на поверхности тангенциаль­
ного разрыва ротор потока массы (rot(ρV) ≠ 0), вихревой потенциал для этого слу­
чая имеет ненулевое значение во всем объеме ротора. В этом легко убедиться 
прямым дифференцированием следующего выражения для потенциала (см. также 
рис. 2):

Р и с . 2. Центрифуга с невязкими пото­
ками по схеме Бимса: 1 — вихревой 
потенциал Ψ; 2 — плотность потока 
массы ρ Vz для случая Q1 = Q2

где Qi — полный массовый поток по одну (i = 1) 
и по другую (i = 2) сторону границы разрыва 
скорости; R — радиус ротора; Rx — положение 
границы тангенциального разрыва скорости;
η — функция Хевисайда ( η(x > 0) = 1, 
η(x < 0) = 0). В этом смысле вихревой потенци­
ал столь же «нелокален», сколь и функция тока, 
т.е. описывает для данной точки пространства 
не только состояние течения в ее ближайшей 
окрестности, но и влияние течения в данной
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точке на перенос изотопа во всем объеме ротора. Для векторного поля с разрывом 
определение вихревого потенциала неоднозначно, но это не означает непримени­
мости теории [1] к разрывным течениям, а только требует более внимательного 
подхода при выделении вихревой и потенциальной составляющей течения для та­
ких случаев. В реальности это ограничение несущественно, поскольку дозвуковые 
вязкие течения всегда непрерывны. Таким образом, второе противоречие объяс­
няется неправильным пониманием вихревого потенциала, а не некорректностью 
теории [1].

В заключение обсуждения отметим, что теория [1] никак не ограничивает со­
отношение интенсивностей потока питания и циркуляционного потока, как это 
ошибочно утверждается [4].

Теория на базе вихревого потенциала [1] и теория на основе функции тока [4] 
приводят к одинаковым одномерным уравнениям для диффузионного переноса в 
роторе. Более того, как это отмечено [1], при выполнении определенных условий 
функция тока и вихревой потенциал могут быть однозначно выражены один через 
другой. Наглядность и трудоемкость вывода уравнения, а также окончательные 
уравнения могут быть сравнены читателями самостоятельно. Оба подхода в качест­
ве основного отличия от предшественников [5, 6] отмечают необходимость разде­
ления внутрироторного течения на две части: циркуляционную и транзитную и 
предлагают способ такого разделения. Возникает вопрос: какой способ более точно 
описывает реальные физические процессы разделения?

Приведем аргументы в пользу подхода на основе вихревого потенциала. Преж­
де всего следует отметить большую универсальность Ψ как способа описания цир­
куляционных течений —  вихревой потенциал в отличие от функции тока опреде­
лен не только для плоских течений, но и для произвольных трехмерных течений и, 
следовательно, обеспечивает более универсальное описание течения.

Разложение векторного поля на вихревую и потенциальную части является ес­
тественным, т.е. опирается на основы гидродинамики, выделяющей потенциальные 
и вихревые течения как самостоятельные типы течений, обладающие существен­
ными различиями в свойствах. Выделение переноса изотопа вихревой частью тече­
ния как особого типа переноса опирается на принципиальные особенности уравне­
ния конвективной диффузии. Проще всего продемонстрировать особую роль вих­
ревого потенциала следующим тождественным преобразованием двумерного 
уравнения диффузии с учетом разложения (1):

(4)

где еr — единичный вектор, сонаправленный с осью OR системы координат. Про­
верить тождественность (4) исходному уравнению конвективной диффузии

div(ρD[gradN + erfrN (l -  N ) ] - ρVgradN) = 0

можно прямым вычислением дивиргенции в уравнении (4) с учетом уравнения не­
прерывности div(ρV) = 0. Тождественность уравнений позволяет утверждать, что в 
произвольном плоском течении газа эффективный поток компонента смеси Ф мо­
жет быть записан в виде
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(5)

Термин «эффективный» поток компонента здесь означает, что в уравнение (5) не 
включен поток компонента, обусловленный вихревым движением смеси в отсутст­
вие градиента концентрации.

Из уравнения (5) следует, что потенциальная составляющая потока массы от­
ветственна за перенос изотопа как целого за пределы ротора. Перенос изотопа как 
целого возникает всегда, когда есть потенциальная составляющая течения, незави­
симо от наличия градиента концентрации. Этот тип переноса нельзя исключить из 
соотношения (5) при рассмотрении диффузии в ограниченном объеме —  именно 
эта составляющая потока описывает питание, отбор и отвал.

Перенос изотопа вихревой составляющей потока имеет место только в услови­
ях существования градиента концентрации. В отсутствие градиента концентрации 
и (или) внешних сил вихревая составляющая потока не может создать градиент и 
не приводит к переносу изотопа из одной точки пространства в другую. Поэтому 
для ограниченного объема перенос изотопа вихревой составляющей потока может 
быть преобразован к виду (5). Заметим здесь, что уравнение (5) удовлетворяет гра­
ничным условиям непротекания изотопа, так как в силу определения Ψ = const на 
границе объема (разделительной камеры), и эта константа может быть выбрана 
равной нулю без потери общности.

Основное преимущество описания на базе вихревого потенциала —  данное 
разложение дает возможность однозначного разделения потока на транзитную (по­
тенциальную) и циркуляционную (вихревую) составляющую, что важно для анали­
за разделения. В подходе на основе функции тока для выделения транзитной со­
ставляющей потока и определения ее пространственного распределения приходит­
ся привлекать дополнительные плохо обоснованные соображения [4]. Теория на 
основе вихревого потенциала прежде всего гарантирует однозначность разложения 
(1) [7] и дает уравнение для определения вида φ и, следовательно, уравнение для 
транзитного потока в разделительной камере ротора:

Δφ =f( r, z)-p(r,  z) - w(r, z);

grad(φ)|(r, z)ͼS =0, (6)

где f(r, z) — пространственное распределение источника массы (питания), удовле­
творяющее условию: интеграл по объему ротора О от f(r ,  z) равен потоку питания

(∫f ( r ,  z)dO = F); аналогично p(r, z) и w(r, z) — пространственное распределение

стока массы, связанное с отбором и отвалом; S — внутренняя поверхность раздели­
тельной камеры.

Уравнение (6) может быть получено из следующих соображений. Уравнение 
непрерывности div(ρV) = 0 должно выполняться для полного (суммарного) потока 
массы, но для вихревой составляющей это уравнение выполняется тождественно 
[div(rot(Ψ)) ≡ 0] и, следовательно, только потенциальная составляющая определя­
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ется этим уравнением, откуда вытекает соотношение (6). Объемные источники и 
стоки массы записаны для общности, в центрифуге обычной конструкции источни­
ки и стоки массы правильнее учесть в граничных условиях, в этом случае уравне­
ние (6) можно записать так:

Δφ= 0;

grad(φ)| (r, z)ͼS0 =  0;

grad(φ)|(r, z)ͼSF =  fs(r, z);

grad(φ)|(r, z)ͼSp =  -P s ( r ,  z )
grad(φ)|(r, z)ͼSw = - w s(r , z),

где S0 — внутренняя поверхность разделительной камеры, за исключением поверх­
ности, где расположены ввод питания (SF), вывод отбора (SP) и отвала (Sw); fs, ps,
ws — соответствующие плотность потока массы на поверхности ротора в области 
питания, отбора и отвала.

Самый важный вывод, который можно сделать из уравнений (6), (7), —  рас­
пределение транзитной составляющей потока массы по объему ротора центрифуги 
(вид векторного поля) зависит только от положения ввода/вывода потоков, соот­
ношения интенсивностей потоков отбора и отвала, вида распределения потоков на 
границе. Распределение транзитной составляющей потока массы не зависит от аб­
солютной интенсивности потока питания.

На вид векторного поля транзитных потоков не влияет вид поля циркуляции в 
роторе. Обратное неверно, поле циркуляции зависит от поля транзитного потока. 
Это очевидным образом следует из того факта, что при отсутствии специально ор­
ганизованной циркуляции, но подаче питания и отборе завихренность в роторе от­
лична от нуля из-за вязкого прилипания газа к стенкам. Сам вихревой потенциал 
определяется решением уравнения Навье—Стокса для полной плотности потока 
массы ρV = ρDrot(Ψ) + grad(φ), где Ψ — неизвестная функция, скалярный потен­
циал φ определяется уравнением (6) или (7).

Можно сделать еще одно замечание относительно теории [4]. Результирующее 
уравнение записано с избыточным числом параметров —  использованы три пара­
метра, в то время как уравнение (2) утверждает, что независимых параметров в од­
номерном уравнении диффузии только два. При более детальном рассмотрении [4] 
видно, что и ее уравнение можно записать только с двумя независимыми парамет­
рами. Использование дополнительного параметра делает уравнение менее понят­
ным и может приводить к ошибкам в анализе разделения.

Основная погрешность метода усреднения по радиусу связана с самой проце­
дурой усреднения точного уравнения диффузии —  с предположением (3). В работе 
[4] предлагается усреднение с весовой функцией, соответствующей радиальному 
распределению плотности транзитного потока массы. На самом деле предположе­
ние (3) не вносит сколько-нибудь заметной погрешности, по крайней мере в одном 
важном случае —  случае гладкого вихря, когда Ψ сохраняет свое направление во 
всем объеме разделительной камеры. В этом случае поле концентрации в раздели­
тельной камере можно описать набором поверхностей равной концентрации, кото­
рые могут быть схематически изображены так, как на рис. 3. Усреднение уравне­
ния по радиусу можно проводить не по плоскости z = const, а вдоль поверхности
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Р и с . 3. Схематическое изображение линий равной концентрации в разделительной 
камере

N= const, приписав значение усредненных параметров координате z 
в месте пересечения поверхности N=  const со стенкой ротора. В этом 
случае можно получить то же самое уравнение (2), но в силу 
N= const вдоль поверхности усреднения предположение (3) будет 
точным. В этом смысле уравнение (2) остается точным при любом 
соотношении интенсивности циркуляции и питания, любой скорости 
вращения ротора и любом радиальном градиенте концентрации.

При рассмотренном подходе к усреднению возникает проблема 
перехода от Ψ(r , z) к <Ψ>(z) и обратно. В реальности для быстровра- 
щающихся центрифуг вихревой потенциал Ψ(r , z) может быть при­
близительно представлен как Ψ(ζ)δ(r -  r0), причем тем точнее, чем 

быстрее вращается центрифуга или чем тоньше слой газа. Таким образом, доста­
точное условие применения метода усреднения по радиусу —  малость толщины 
слоя газа по сравнению с длиной разделительной камеры:

R — R0 <<H,

где R -  R0 — характерная толщина слоя газа у стенки ротора; Н — высота раздели­
тельной камеры.

Заключение. Метод усреднения по радиусу приводит к одному и тому же од­
номерному уравнению диффузии для описания разделения в роторе центрифуги, 
независимо от того, делается ли вывод на основе функции тока [4—6], или вихре­
вого потенциала [1]. Подход на основе вихревого потенциала предпочтительнее, 
так как

он естественным и однозначным образом ведет к необходимости разбиения те­
чения в роторе на циркуляционную (вихревую) и транзитную (потенциальную) со­
ставляющую;

теория на основе вихревого потенциала позволяет записать уравнение для 
определения транзитной составляющей потока массы и сделать важные выводы о 
параметрах, определяющих распределение транзитного потока.
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