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относительно спокойной атмосфере (характер-
ная скорость течения в окрестности устройства 
1 cм/с) и перестает наблюдаться после развития 
течения через конденсатор-теплообменник. 
Наличие этого эффекта в ходе тяжелой аварии 
вряд ли возможно, поскольку конденсаторы-
теплообменники АЭС отечественных проектов 
начинают работать на фазе истечения пара, т.е. 
задолго до выхода водорода. 

 
ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

 
Таким образом, расчеты надежно воспроиз-

водят формирование стратификации гелия и ее 
эрозии в экспериментах S1 и S2 на установке 
СПОТ ЗО. При этом численные исследования 
показали заметную чувствительность скорости 
роста давления к начальной температуре стенок 
из-за пристеночной конденсации, а также необ-
ходимость учета теплового излучения на фазе 
инжекции пара. Это соответствует выводам [10] 
в части CFD-моделирования аналогичных экс-
периментов на установке PANDA параллельно-
го проекта ERCOSAM. На последующих фазах 
значимую роль в поведении системы играет ис-
парение конденсата. С учетом влияния этих 
процессов может быть получено соответствие 
расчетов и экспериментов S1 и S2 по давлению, 
температуре и мольной доле пара и гелия. Учи-
тывая существенную роль конденсации/испа-
рения в процессах под защитной оболочкой  
реактора при тяжелой аварии, необходимо экс-
периментальное обоснование CFD-моделей 
формирования конденсата (водяных пленок и их 
стекания) в соответствующем диапазоне харак-
теристик среды. Экспериментальных данных 
для верификации модели этих процессов в усло-

виях защитной оболочки в нашей стране нет. 
Переходные процессы, связанные с работой 
конденсатора-теплообменника, требуют допол-
нительных расчетно-экспериментальных иссле-
дований в направлении совершенствования мо-
дели устройства. 
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УДК 530.517.4 

ТЕПЛООБМЕН В ТУРБУЛЕНТНОМ ПОТОКЕ. Ч. 1. ТУРБУЛЕНТНОЕ ЧИСЛО ПРАНДТЛЯ 

Кириллов П.Л. (АО «ГНЦ РФ — ФЭИ им. А.И. Лейпунского», г. Обнинск) 
 
Почти четверть века назад была опублико-

вана статья «Турбулентное число Прандтля — 
где мы находимся?» заслуженного профессора 
Стандфордского университета США У. Кейса 

[1]. Она основывалась на обзорной лекции, про-
читанной им в 1992 г. при вручении премии  
им. М. Якоба*. Предыдущий обзор был выпол-
нен А. Рейнольдсом примерно на 20 лет раньше 

_________ 
∗Макс Якоб — немецкий теплофизик. Премия его имени, учрежденная Американским обществом инженеров-механиков 

(ASME) в его честь как пионера науки о теплообмене, присуждается ежегодно. В нашей стране этой премии были удостоены 
С.С. Кутателадзе (1969), А.И. Леонтьев (1998). 
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[2]. В нем описываются более 30 методов опре-
деления турбулентного числа Прандтля, вклю-
чая эмпирические и сложные аналитические 
корреляции, разработанные из уравнений напря-
жения Рейнольдса. В публикации У. Кейса и 
А. Рейнольдса анализируются, главным обра-
зом, зарубежные исследования. 

Что изменилось за прошедшие 22 года, есть 
ли новые данные, где мы находимся в настоя-
щее время? Спрашивается, почему не только в 
1950—1990-е годы, но и в наши дни это число 
подобия привлекает внимание ученых? По-
видимому, тогда нельзя было дать однозначного 
ответа [3, 4]. Неослабевающий интерес к про-
цессам тепло- и массопереноса в средах с раз-
ными числами Прандтля, а именно жидких ме-
таллах (Pr = 0,005—0,03), газах и воде (Pr ~ 1—
10), газовых смесях (Pr = 0,1—0,7), органичес-
ких средах (Pr ~ 10—200) и др. применительно к 
современной технике отчетливо подтверждается 
публикациями последних лет [5—7]. 

В анализе двумерного пограничного слоя 
при продольном течении среды в трубе или пуч-
ке труб (стержней) предполагалось, что основ-
ное значение имеет учет переноса тепла по нор-
мали к основному направлению потока. Но 
применение комплексных моделей турбулент-
ности при расчете вихревого переноса (коли-
чества движения, тепла и массы) оказалось из-
лишне сложным для инженерных расчетов. 
Наряду с необходимостью использовать боль-
шое число констант, определяемых эксперимен-
тально, такой подход не обеспечивал достиже-
ния удовлетворительных результатов. Решение 
проблемы нашли введением понятия длины пу-
ти смешения — длины пути вихря от его воз-
никновения до потери индивидуальности (его 
исчезновения) и применением так называемой 
κ—ε-модели турбулентности. При этом перенос 
тепла оценивается с использованием турбулент-
ного числа Прандтля PrT. Оно рассматривается 
как универсальный параметр, показывающий 
взаимосвязь между коэффициентами турбулент-
ного переноса количества движения и тепла 

        PrT = νT/aT,  (1) 

где νT — коэффициент турбулентного переноса 
количества движения (импульса), или турбу-
лентная вязкость, м2/c; aT — турбулентная тем-
пературопроводность, м2/c. 

Число PrT отражает сложную физическую 
картину распространения тепла турбулентными 
вихрями и является по существу функцией, ко-
торая зависит от чисел Re, Pr и других характе-
ристик потока. В зарубежной литературе вместо 
коэффициентов νT и aТ используют коэффици-
енты вихревой вязкости εm и вихревой темпера-
туропроводности εh соответственно. Измерения 
показали, что величина PrT зависит от чисел Re, 
Pr и расстояния от стенки, т.е. изменяется не 
только по глубине пограничного слоя, но и по 
сечению потока в разных направлениях. Инте-
ресные подходы к вычислению турбулентного 
числа Прандтля были предложены С.С. Кута-
теладзе [8] и М.Д. Миллионщиковым [9], но  
в эти работы не вошли исследования 1970—
1979 гг. [10]. 

Основные физические процессы в погра-
ничном слое. Пограничный слой — это дина-
мическая система, в которой энергия течения 
проходит стадии генерации энергии турбулент-
ности, ее перенос и вязкую диссипацию. В 
структуре турбулентного пограничного слоя 
принято выделять две области: пристенную, 
включающую вязкий подслой (y+ ≤ 5) около 
стенки, затем буферный (y+ = 5—30), далее слой 
с логарифмическим распределением скорости 
(y+ ≅ 30—300), и внешнюю — с турбулентным 
ядром потока. Безразмерная координата 

          y+ = yν*/ν,  (2) 

где * τ ρv =  — динамическая скорость (ско-

рость трения), м/c; τ — касательное напряжение, 
Н/м2; ρ — плотность среды, кг/м3; ν — кинема-
тическая вязкость, м2/c. 

Проведены детальные исследования струк-
туры течения вблизи стенки, включая процесс 
обновления вязкого подслоя — от спокойного 
течения к образованию крупных возмущений 
(вихрей). При течении в гладких каналах основ-
ная часть гидравлических потерь расходуется на 
порождение турбулентности около стенки в 
зоне максимальных пульсаций скорости и тем-
пературы, где у+ ~ 20—60. Доля термического 
сопротивления отдельных слоев турбулентного 
потока при Re ≅ 104 составляет в вязком подслое 
~30%, переходном (y+ = 5—30) — ~55%, ядре 
потока (y+ > 30—40)  —  ~15%. 
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Одним из важных результатов исследований 
1950—1960 гг. было установление нестационар-
ности продольной составляющей скорости, т.е. 
ее пульсаций, соизмеримых с местной усред-
ненной скоростью потока. На рис. 1 приведены 
экспериментальная мгновенная скорость в при-
стенной области при турбулентном течении в 
трубе и изменение усредненной скорости в за-
висимости от расстояния от стенки [11]. Для 
вязкого подслоя, не являющегося ни ламинар-
ным, ни установившимся, наблюдается его пе-
риодическое нарастание, затем разрушение 
вследствие механизма неустойчивости. Первая 
фаза возникновения турбулентных вихрей за-
ключается в образовании заторможенной облас-
ти вблизи поверхности, когда образуется пере-

гиб в профиле скорости и 
0

~ 0.
y

u y∂ ∂
=

 В ходе 

второй фазы происходит выброс вихря от стен-
ки с последующим его разрушением (рис. 2) 

[12]. Эти явления наблюдали многие исследова-
тели в потоке воздуха при визуализации мето-
дом термоанемометрии, а также в потоке воды 
методом водородных пузырьков и краски [13]. 

Г. Шлихтинг одним из первых разработал 
схему распределения скорости и линий тока в 
пограничном слое при продольном обтекании 
плоской пластины, где периодически возникают 
турбулентные вихри. А. Пуанкаре много раз-
мышлял о предмете гидродинамики, считая, что 
турбулентность легко увидеть, но сложно по-
нять [14]. В. Гейзенберг, основатель квантовой 
механики, предложил свою теорию турбулент-
ности, которая, однако, не получила всеобщего 
признания. Недаром в свое время говорили, что 
турбулентность — это кладбище теорий [15]. 
Различные схемы образования вихрей в при-
стенной зоне разрабатывались в ходе исследо-
ваний 1960—1970 гг., а также более современ-
ных работ [15]. 

Важным моментом этого процесса является 
неустойчивое взаимодействие между зонами 
ускоренной и замедленной жидкости. Предпола-
гается, что образование поперечного вихря обу-
словлено движением ускоренной жидкости. В то 
же время замедленная жидкость, хотя и участ-
вует в образовании вихря, не является причиной 
его возникновения. Вихрь смещается в направ-
лении потока с меньшей скоростью, чем средняя 
скорость течения. Особо отмечается четкая 
связь между появлением поперечных вихрей и 
выбросом замедленной жидкости из пристенной 
области. Наличие этих вихрей способствует вы-
бросу малого объема жидкости во внешнюю 
область течения и вторжению жидкости из 
внешней области в пристенную [16, 17]. Анализ 
механизма порождения турбулентности показал, 
что возникающие вихревые структуры являются 
универсальными в разных течениях (погранич-
ных слоях, каналах, трубах). Впоследствии было 
обнаружено, что течение в области вязкого под-
слоя является не двумерным, а трехмерным с 
появлением характерных возмущений в виде 
пятен или продольных, медленно движущихся 
струй типа вихревых жгутов (рис. 3) [18]. 

Исследования показали, что основная доля 
энергии турбулентности k генерируется в бу-
ферном слое, откуда переносится к стенке и 
внешней границе пограничного слоя (рис. 4) 
[16]. По современным представлениям внутри 
пограничного слоя существуют определенные 

1            2                5          10          20              30 
Y 

15
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5

0

U+ 

Р и с. 1. Экспериментальная (●) мгновенная скорость в 
пристенной области при турбулентном течении в трубе при 
Re = 12 000 [11]: —— — усредненная скорость (U+ — без-
размерная скорость; Y = у/r0 — безразмерное расстояние;
r0 — радиус трубы) 
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δe 
Пристенный  
пограничный слой 

Стенка 

Внут-
ренняя 
область 

Внешняя 
область 

Основное течение 

Начало вязкостного 
пограничного слоя 

Р и с. 2. Схема процессов в пограничном слое турбулентно-
го потока [12]: 1, 2 — вброс (траектории переноса вихря) и
развитие вихря соответственно; 3 — подъем, развитие вих-
ревого выброса в пограничном слое; 4 — эжекция (вы-
брос); 5 — область логарифмического закона 
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структуры, ответственные за генерацию турбу-
лентности и перенос импульса и тепла. Знания о 
свойствах этих структур позволяют найти раци-
ональные подходы к расчету интенсивности 
теплообмена. Однако в обзоре [10] указано, что 
общепринятая концепция дробления вихрей как 
главного механизма турбулентности не только 
не может объяснить некоторые наблюдаемые 
факты, но и содержит внутренние противоречия. 
Авторы обзора считают, что определяющим яв-
ляется не распад, а растяжение вихрей. Эволю-
ция растягивающихся вихревых нитей (фила-
ментов) и их свойства выводятся из уравнений 
Навье—Стокса. Эта модель позволяет объяс-
нить характеристики скорости и перемежаемос-
ти, придает физический смысл теории. 

Уравнения сохранения массы, количест-
ва движения и энергии. Для постоянных 

свойств теплоносителя система дифференци-
альных уравнений сохранения пограничного 
слоя в двумерных координатах имеет вид: 

уравнение массы (неразрывности) 

       0;
u v

x y

∂ ∂
∂ ∂

+ =   (3) 

уравнение количества движения (импульса) 

     
1

ν ;
ρ

u u P u
u v u v

x y x y y

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

 
′ ′ + + = − 

 
 (4) 

уравнение энергии 

    ,
t t t

u v a t v
x y y y

∂ ∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂ ∂

 
′ ′ + = − 

 
  (5) 

где u, v — продольная и поперечная скорость 
соответственно, м/c; ρ — плотность среды, 

кг/м3; P — давление, Н/м2; ν — кинематическая 

вязкость, м2/c; u′, v′ — пульсация продольной и 
поперечной скорости соответственно, м/c; a — 
молекулярная теплопроводность, м2/c; t, t′ — 
температура и пульсация температуры соот-
ветственно, К [1, 18]. Для течения в круглых 
трубах необходимо использовать цилиндричес-
кие координаты. 

Мгновенные гидродинамические параметры 
потока представляются в виде суммы усреднен-
ной величины (во времени) и ее пульсационной 
составляющей. Это означает, что гидродинами-
ческая величина является случайной, усредне-
ние которой во времени дает ее математическое 
ожидание, пульсационная составляющая — 
дисперсия случайной величины. При решении 
уравнений (4), (5) выдвигаются гипотезы отно-
сительно пульсаций скорости и температуры, 
затем вводятся коэффициенты турбулентного 
обмена импульсом и теплом на основании соот-
ношений 

    Tν ;
u

u v
y

∂
∂

′ ′ = −   (6) 

    T .
t

t v a
y

∂
∂

′ ′ = −    (7) 

Исходя из уравнений (1), (6), (7), турбу-
лентное число Прандтля записывается как 

TPr .
u v t y

u yt v

∂ ∂
∂ ∂

′ ′
=

′ ′
  (8) 
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Р и с. 3. Трехмерная схема течения в пристенной области 
турбулентного пограничного слоя [18]: 1 — направление 
потока; 2 — обтекаемая поверхность (стенка); 3 — разру-
шение вихревых элементов; 4 — граница вязкого подслоя; 
5 — турбулентный профиль скорости 

U+, k 

U+ 
k 

1 2 3 

I II  

100                   101                    102                    103      y+ 

Р и с. 4. Закономерности изменения средней скорости и 
энергии турбулентности в поперечном сечении погранич-
ного слоя [16]: I, II — пристенная и внешняя область соот-
ветственно; 1, 2, 3 — вязкий, буферный слой и слой с лога-
рифмическим распределением скорости соответственно 
(U+ — безразмерная скорость; k — интенсивность генера-
ции энергии турбулентности; у+ — безразмерная коорди-
ната) 
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Если подставить уравнения (6), (7) в (4), (5), 
то получаются выражения для уравнения им-
пульса и энергии соответственно: 

   ( )T

1
ν ν ;

ρ

u u P u
u v

x y x y y

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

 
 + + = +
  

 (9) 

   ( )T .
t t t

u v a a
x y y y

∂ ∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂ ∂

 
 + = +
  

            (10) 

Уравнение энергии (10) после преобразова-
ния с учетом того, что a = ν/Pr и aТ = νТ/PrТ, 
приводится к виду 

     T

T

1 ν ν
ν .

Pr Pr

t t t
u v

x y y y

∂ ∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂ ∂

     + = + 
   

     (11) 

В соответствии с выражениями (8), (11) для 
определения числа PrT в пограничном слое 
необходимо измерить в каждой его точке каса-
тельное напряжение, плотность теплового пото-
ка, градиенты скорости и температуры и их 
пульсационные составляющие. Такие комплекс-
ные измерения выполняются редко, так как свя-
заны с значительными трудностями. В результа-
те возникает заметное расхождение между зна-
чениями турбулентного числа Прандтля (рис. 5) 
[19—29]. Другая причина разброса обусловлена 
необходимостью дифференцирования функций 
u = f(y) и t = f(y), в ходе которого при определе-
нии коэффициентов турбулентного переноса 
импульса νT и тепла aT увеличивается погреш-
ность. Поэтому отношение этих двух величин и 
конечное число PrT определяются с большой 
погрешностью. 

Анизотропия коэффициентов турбулент-
ного теплообмена. При анализе плотности теп-
лового потока и касательного напряжения пред-
полагается справедливость законов аддитив-
ности для переноса импульса и тепла около 
стенки, а именно 

    ( )Tλ λ
dt

q
dy

= − +  или ( )T ;
ρ p

q dt
a a

C dy
= − +    (12) 

        ( )Tτ µ µ
du

dy
= +  или ( )T

τ
ν ,

ρ

du
ν

dy
= +         (13) 

где q — плотность теплового потока, Вт/м2; λ — 

коэффициент теплопроводности, Вт/(м⋅К); λТ — 

турбулентная теплопроводность, Вт/(м⋅К); t — 
температура, К; Ср — удельная теплоемкость 

при постоянном давлении, Дж/(кг⋅К); µ — ди-

намическая вязкость, Па⋅с; µТ — турбулентная 

динамическая вязкость, Па⋅с. Турбулентные ха-
рактеристики потока λТ, аТ, µТ, νТ зависят от 
безразмерного расстояния у+ и чисел подобия — 
Re и Pr. 

Турбулентный пограничный слой является 
анизотропной средой. Анизотропия турбулент-
ности может быть учтена посредством исполь-
зования коэффициентов турбулентного переноса 
импульса и тепла не в форме скаляров, а тензо-
ров, например, второго ранга [30, 31]. Простей-
шая форма уравнения температурного поля име-
ет вид 
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Р и с. 5. Зависимость турбулентного числа Прандтля от 
безразмерной координаты у+ по экспериментальным дан-
ным [19, 20]: 1—6 — воздух, Pr = 0,7, Re, 104: 0,7—53,
прямоугольный канал размером 305×175 мм [21] (——); 
1,1—5, труба диаметром 37,5 мм [22] (– ⋅ –); 1,1—5, кор-
ректировка результатов [22] с учетом вязкой диссипации 
энергии [23] (– – –); 32,3—37,4, M = 0,63—0,87, труба 
диаметром 30 мм [24] (——); 370, течение вдоль плоской 
горизонтальной пластины [25] (▲);  2,5—3,5, нисходящий 
поток в трубе диаметром 750 мм [26] (□); 7— 9 — ртуть, 
Pr = 0,02, Re, 104: 3,7—37, вертикальная труба диаметром 
38 мм [27] (- - -); 25—80, труба диаметром 41 мм [28]
(——); 5,4—9,6, труба [29] (——); 10 — этиленгликоль,
при Pr = 5,7 и 14,3, Re = (1—5)104, труба диаметром 
51,5 мм [30] (■) 
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         2ρ λ
τ

p

dt
C

d
= ∇ − divqT,            (14) 

где qT ρ pC u t′ ′=  — вектор плотности турбулент-

ного теплового потока, Вт/м2; u′, t′ — пульсации 
скорости и температуры, м/c, К соответственно. 
По измеренным полям температуры в трубе, где 
температура стенки зависит от угла ϕ, были вы-
числены коэффициенты турбулентной тепло-
проводности с учетом анизотропии. Аналогич-
ные результаты, относящиеся к массопереносу, 
были определены в исследованиях [32]. Найде-
но [33], что уравнение для плотности турбу-
лентного теплового потока может быть записано 
в виде 

        T, T, T,λ λ ,x x r

t t
q

x r

∂ ∂
∂ ∂

= − −             (15) 

где T,λ ,y  T,λ r  — продольная и поперечная (по 

радиусу) турбулентная теплопроводность, 
Вт/(м⋅К); t x∂ ∂  вычисляется по уравнению теп-

лового баланса, исходя из расхода газа и тепло-
вого потока, t r∂ ∂  — по измеренному полю 

температуры. 
Анализ показывает, что для турбулентных 

течений, таких, как пограничный слой и в тру-
бах, характерна значительная анизотропия ко-
эффициентов турбулентного обмена. В работах 
[31, 34] обсуждаются сложности замыкания 
уравнения (14), независимо от того, принимают-
ся коэффициенты турбулентного теплообмена 
скалярами или тензорами. В этом случае возни-
кают трудности с вычислением компонентов 
тензора. На рис. 6 показано экспериментальное 
изменение поперечной турбулентной вязкости 

T,ν y  вдоль сечения круглой трубы. Расчетные 

данные определяли по соотношению 

 2
T, 3ν ,y DC E D=             (16) 

где Е — турбулентная энергия, Дж; D — ско-
рость диссипации турбулентной энергии, м2/с3; 

3 0,09DC =  [34]. Однако экспериментальное 

определение коэффициентов турбулентного об-
мена по разным направлениям x, y, z или ϕ пред-
ставляет большую трудность. 

На рис. 7 показана анизотропия турбулент-
ной теплопроводности в виде изменения отно-
шений T, T,λ λx y  и T, T,λ λ yφ  по сечению круглой 

трубы, где T,λ ,x  T,λ ,y  T,λ ϕ  — продольная, попе-

речная и тангенциальная турбулентная тепло-
проводность. Отношение T, T,λ λx y  вычисляли 

по экспериментальным значениям комплекса из 
произведения пульсаций локальной скорости 
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Р и с. 6. Изменение поперечной турбулентной вязкости по 
сечению круглой трубы (Y = y/r0) [34]: 1 — расчет по урав-
нению (16); ○, 2 — эксперимент и усреднение его данных 
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Р и с. 7. Анизотропия турбулентной теплопроводности по 
сечению круглой трубы (Y = y/r0) [34]: 1 — T, T,λ λ ;x y  2 — 

T, T,λ λ yϕ  
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потока и температуры xw t′ ′< >  [33], отношение 

T, T,λ λ yϕ  — на основе опытных данных [32]. 

Видно, что T,λ x  в 100—1000 раз, T,λ ϕ  — в 10—

100 раз превышают поперечную теплопровод-
ность T,λ y  [34]. Хотя соотношения (14), (15) и 

позволяют объяснить некоторые факты, но ин-
женерные расчеты с использованием этих урав-
нений для учета эффектов анизотропии величин 
νТ и аТ пока не обладают приемлемой точ-
ностью. 

Влияние теплофизических свойств по-
верхности на коэффициенты турбулентного 
обмена. При обтекании гладкой поверхности 
пульсации скорости на стенке равны нулю, но 
для нахождения пульсаций температуры необ-
ходимо рассматривать сопряженную задачу 
стенка—поток. Пульсации температуры вблизи 
обогреваемых поверхностей с разными тепло-
физическими свойствами измерены в исследо-
ваниях [35—38]. Предварительные расчеты бы-
ли выполнены в работе [37], их сравнение — в 
[38]. Аналитическое решение сопряженной за-
дачи о пульсациях температуры в вязком под-
слое турбулентного потока и в стенке приведено 
в работе [37]. При этом интенсивность пульса-
ций температуры σt в стенке линейно зависит от 
плотности теплового потока σt ~ q и отношения 
σt/∆tα ~ 0,055 при Re = (1—5)104, где ∆tα — тем-
пературный напор [35]. Экспериментально 
найдено, что в потоке ртути при Pr = 0,025 мас-
штаб и характер пульсаций температуры вблизи 
поверхности различны для разных сочетаний 
материал стенки—жидкость [38]. 

На рис. 8 показано распределение пульса-
ций температуры Et в зависимости от безраз-
мерной угловой частоты Ω в вязком подслое 
ртути для трех типов материалов (текстолит, 
коррозионно-стойкая сталь и медь). Значения 
комплекса ΩEt приведены на поверхности стен-
ки (у+ = 0) и на расстоянии у+ = 5, где Ω = ων/v*; 
ω — частота пульсаций температуры; ν — ки-
нематическая вязкость, м2/c; v* — динамическая 
скорость, м/c. При у+ = 0 отношение максималь-
ных значений ΩEt для текстолита и меди равно 
11,5, для коррозионно-стойкой стали и меди — 
4,6. На расстоянии у+ = 5 эти соотношения рав-
ны 3,1 и 2 соответственно. Таким образом, не-
смотря на затухание влияния стенки, оно оказы-

вается достаточно существенным в жидких ме-
таллах на большом расстоянии [37]. Анализ 
влияния материала поверхности на коэффици-
енты турбулентного переноса импульса и тепла, 
следовательно, и на число PrT еще предстоит 
выполнить. Однако отмеченное влияние свойств 
материала поверхности на пульсации темпера-
туры в турбулентном потоке указывает на воз-
можное влияние и на число PrT. 

Оценка турбулентного числа Прандтля. 
В простейшей модели пограничного слоя — 
аналогии Рейнольдса коэффициенты турбулент-
ного обмена импульсом и теплом считаются 
одинаковыми: νТ = аТ и PrT = 1. Между тем из-
мерения показывают, что число PrT отклоняется 
от единицы. Теплопередачу при PrT ≠ 1 пыта-
лись подробно исследовать, но, в основном, ис-
ходя из данных, полученных до 1960-х гг. 

Вдали от вязкого подслоя при у+ > 30 про-
филь скорости в турбулентной зоне подчиняется 
логарифмическому закону, так называемому 
закону стенки [39] 

     ln .U A y B+ += +             (17) 

Профиль температуры также подчиняется 
аналогичному закону 

   1 2ln ,T C y C+ += +             (18) 

где U+ = u/v* — безразмерная скорость; y+ — 

безразмерная координата; ( )0 *T T T T+ = −  — 
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Р и с. 8. Распределение пульсаций температуры в вязком 
подслое ртути при Pr = 0,025 при обтекании стенок из тек-
столита (1, 4), коррозионно-стойкой стали (2, 5), меди
(3, 6), на поверхности стенки (у+ = 0) (——), на расстоянии 
(у+ = 5) (– – –) [37] 
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безразмерная температура; T* = q/ρCpv* — мас-
штаб температуры, К; А, В, С1, С2 — константы. 
Если продифференцировать уравнения (17), (18) 
с учетом безразмерных величин U+, Т+ и у+ и 
подставить в уравнение (8), то турбулентное 
число Прандтля должно быть постоянным: 

    1
TPr ~ ~ .

dT dy dT dy C

du dy dU dy A

+ +

+ +
=           (19) 

В зависимости от молекулярного числа 
Прандтля возможны разные соотношения между 
ним и турбулентным числом Прандтля. Так, при 
Pr ≥ 1 молекулярная вязкость и температуропро-
водность значительно меньше турбулентных 
(v << vТ и a << aТ), следовательно, при у

+ ≥ 30 
этими параметрами можно пренебречь. В случае 
Pr << 1 для области действия логарифмических 
законов распределения скорости и температуры 
наблюдается большой разброс. 

В работе [40] измерены профили скорости и 
температуры для потока воздуха вдоль плоской 
пластины, которые аппроксимировали зависи-
мостями, отвечающими закону стенки: 

  2,44ln 5;U y+ += +             (20) 

             2,075ln 3,9.T y+ += +             (21) 

Исходя из уравнения (19), определено, что 
PrT = 2,075/2,44 = 0,85. В то же время разные 
исследователи [1] получили PrT = 0,73—0,92 для 
потока воздуха при Pr = 0,7 и Re = 6400—15 412. 
В экспериментах для потока воды при Pr = 5,9 и 
Re = 287 [41] и трансформаторного масла при  
Pr = 64 и Re = 195 [32, 42] найдено, что 
PrT = 0,85. Главной проблемой являлось получе-
ние достаточно точного распределения темпера-
туры при высоких числах Рейнольдса. Сделано 
заключение, что при Pr = 0,7—100 турбулентное 
число PrT может быть равно 0,85 [1]. 

Аналитические расчеты турбулентного 
числа Прандтля. Для проведения таких расче-
тов необходимо сначала определить основные 
параметры, от которых оно зависит, и вырабо-
тать рациональную схему использования экспе-
риментальных данных. За последние 60 лет раз-
работаны десятки аналитических моделей. В 
большинстве из них анализировали эксперимен-
тальные данные, полученные для потоков жид-
ких металлов в трубах. Первые предположения 
были выполнены Р. Дженкинсом [43], выдви-
нувшим идею о переносе тепла от турбулентно-

го вихря при его движении в потоке. Он пред-
положил, что вихрь отдает или воспринимает 
свое тепло за счет теплопроводности во время 
перемещения по нормали от стенки. Дальней-
шие модели основывались на развитии этой 
идеи, однако все они содержали константы, ко-
торые необходимо было получить путем согла-
сования с экспериментальными данными о теп-
лообмене. 

В нашей стране такую гипотезу использова-
ли для разработки методики приближенного 
расчета теплоотдачи расплавленных металлов 
[44], а также модели расчета турбулентного 
числа Прандтля [45]. Исходя из предположения, 
что поле усредненной скорости и временные 
характеристики ее пульсаций известны, была 
выполнена постановка обратной задачи матема-
тической физики. Модель основывалась на уче-
те эффекта потери теплосодержания и импульса 
турбулентным полем шарообразной формы на 
длине пути смешения. Возникновение такого 
эффекта объяснялось влиянием молекулярной 
теплопроводности и вязкости теплоносителя. 

Существует аналитическое решение [46], 
основанное на методе ренормализационных 
групп. Это решение, по-видимому, позволяет 
исключить необходимость ввода и использова-
ния экспериментальных данных. Получено 
сложное соотношение в виде функции 

( )T эфν ν Pr, Pr ,F=  связывающей турбулентные 

характеристики потока с числами Pr и Prэф, где 

( ) ( )эф T TPr v ν .a a= + +  С помощью числа Prэф 

была получена неявная зависимость TPr =  

( )T0,7 Pe 0,85= +  при Pr = 0,0058—65, где  

PeT = RePrT. 
Анализ показал, что лучшее согласие с 

опытными данными для жидких металлов [46—

48] дает выражение ( )T TPr 2 Pe 0,85.= +  Оно 

легко приводится к виду квадратичного закона 

     ( )
2

T TPr 0,85Pr 2 Re 0.− − =             (22) 

Отмечали хорошее соответствие между рас-
четными по соотношению (22) и эксперимен-
тальными результатами, полученными при по-
стоянной скорости нагрева для сплава NaK при 
Pr = 0,0153 [47] (рис. 9). Аналогичное согласие 
наблюдали в экспериментах [48] для сплава NaK 
и ртути при Pr = 0,019—0,029, а также [49] для 
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сплава NaK при Pr = 0,023—0,0245 и постоян-
ной температуре поверхности. Если значения 
PrT имеют порядок единицы, то последний член 
в формуле (22) при Re ≥ 104 вносит малый вклад 
и им можно пренебречь. Но очевидно, что дан-
ная зависимость в двойных логарифмических 
координатах Nu—Re не может быть достаточно 
точной. 

На рис. 10 показаны экспериментальные 
данные по определению турбулентного числа 
Прандтля для воды при Pr = 0,7 [50], которые 
аппроксимированы выражением 

       ( )TPr 1 0,855th 0,2 7,5 .y+ = + −           (23) 

Для сравнения приведены данные экспери-
ментов [40, 51] для воздуха при Pr = 0,7. Анализ 
представлений о турбулентном числе Прандтля, 

накопленных за период 1970-х годов [52, 53], и 
их дальнейшее развитие позволили предложить 

более
 
сложное

 
соотношение

 
для турбулентного 

числа Прандтля ( )T TPr v ν ,F y+=  [54]. При  

у
+ > 30 оно дает PrT ~ 0,8, однако при у+ < 10 
наблюдается сильный разброс данных. 

Исходя из экспериментального распределе-
ния температуры для воздуха при Pr = 0,7 [40], 
был выполнен расчет поля температуры двумя 
методами при разных турбулентных числах 
Прандтля. Первый метод — при постоянном  
PrT = 0,85 на основе модели для длины пути 
смешения [1], второй — при PrT, определенном 

по соотношению ( )T TPr v ν ,F y+=  из работы 

[54]. При этом Rem = 4510, Reh = 5179, где Rem — 
число Рейнольдса для пограничного слоя тол-
щиной δ2 при переносе импульса; Reh — число 
Рейнольдса для пограничного слоя толщиной ∆2 

при переносе теплоты (энтальпии). Эти величи-
ны определяются соотношениями 

2Re δ ν ,m u∞=  

2Re ∆ ν ,h u∞=  где u∞ — скорость потока на 

внешнем крае пограничного слоя, м/с. Наблю-
дается хорошее соответствие расчетных и экс-
периментальных данных, аппроксимированных 
уравнением (21) (рис. 11). 

С уменьшением теплопроводности среды (с 
увеличением числа Прандтля) толщина теплово-
го пограничного слоя снижается. Как следствие 
возрастают трудности измерения профиля тем-
пературы и пульсационных характеристик пото-
ка (t′, u′, v′) в соответствии с уравнением (8). В 
работе [55] рассмотрен альтернативный путь, 
заключающийся в решении обратной задачи. По 

103                    104                     105                  106 
lgRe     

100 
 
 
 
 

10 
 
 
 
 

1 

lg
N

u
 

1 

2 

Р и с. 9. Определение турбулентного числа Прандтля в 
сплаве NaK при Pr = 0,0153 и постоянной скорости нагрева 
[47]: 1 — эксперимент, PrT = 0,85; 2 — расчет PrT по урав-
нению (22) 
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Р и с. 10. Экспериментальное определение турбулентного 
числа Прандтля при Pr = 0,7: 1 — вода [50]; 2, 3 — воздух 
[40], [51] соответственно 
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Р и с. 11. Температурное поле для воздуха при Pr = 0,7 и 
разном турбулентном числе Прандтля: 1 — эксперимент 

[40]; 2, 3 — расчет при PrT = 0,85 [1] и ( )T TPr v ν ,F y+=  

[54] соответственно 
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хорошо известным апробированным экспери-
ментальным зависимостям Nu = f(Re, Pr) вычис-
ляется PrT = f(Pr). Исследования показывают, 
что турбулентное число Прандтля изменяется в 
диапазоне 0,1—1 при Pr = 1—12 500 для потока 
в круглой трубе. Турбулентное число Прандтля 
приведено в таблице с погрешностью ±4%:  
PrT = 1,01 – 0,09Pr0,36 при 1 < Pr < 45, PrT =  
= 1,01 – 0,25lgPr при 145 < Pr < 1800, PrT =  
= 0,99 – 0,44(lgPr)0,5 при 1800 < Pr < 12 500. 

В случае жидких металлов наблюдается  
существенный разброс турбулентного числа 
Прандтля. На основе экспериментальных дан-
ных для потока эвтектики Pb—Bi в круглой тру-
бе диаметром 30 мм при 200 °С, расходе 0,4—
6,5 кг/с, Pr = 0,035, Ре = 240—3920 [56] выпол-
нен расчет числа PrT по четырем моделям [57, 
58, 2, 59] (рис. 12). Среди них наилучшее соот-
ветствие с экспериментом обеспечивает модель 
[57], которая дает наибольшее значение числа 
PrT ~ 4,12: 

( )
T

1,250,8

4,12                                при  Pe 1000;

0,01PePr  при 1000 Pe 6000,
0,18Pe 7 A

 ≤


=  < ≤ − −  

 

(24) 
где 

   
4

                                 

5,4 9 10 Pe  при 1000 Pe 2000;

3,6 при 2000 Pe 6000.
A

− − ⋅ < ≤
= 

< ≤
   (25) 

Расчеты по уравнениям (24), (25) сравнива-
ются с моделями, разработанными для жидких 
металлов, а именно 

Экспериментальное турбулентное число Прандтля  
в потоке разных сред в круглой трубе [51] 

 

Температура, °С: Число Pr Число PrТ 

 Вода 

180 1 0,92 

100 1,7 0,89 

80 2,2 0,88 

60 3 0,86 

40 4,3 0,85 

20 7 0,83 

5 11,2 0,81 

 CO2 

25 15 0,78 

 Этиленгликоль 

100 22,4 0,74 

80 32,4 0,7 

70 41,9 0,66 

60 51 0,64 

50 67,2 0,6 

40 93 0,55 

36 106,5 0,53 

32 123,6 0,51 

28 142,8 0,49 

24 169,7 0,48 

20 204 0,45 

16 252 0,41 

12 321 0,38 

8 407 0,35 

6 458 0,34 

4 506 0,33 

2 557 0,32 

0 617 0,31 

 Масло для двигателя 

60 1050 0,25 

 Глицерин 

50 1630 0,20 

45 1834 0,19 

40 2450 0,18 

38 2736 0,17 

34 3742 0,16 

30 5380 0,14 

28 6430 0,13 

26 7679 0,122 

24 9189 0,115 

22 10 755 0,109 

20 12 500 0,100 
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Р и с. 12. Турбулентное число Прандтля в потоке эвтектики 
Pb—Bi в круглой трубе при Pr = 0,035 для модели [57] (1),
[58] (2), [2] (3), [59] (4) 
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1 0,45 0,2
T 0,45 0,2

1
Pr 0,014Re Pr 1 exp

0,14Re Pr
−

  
  = −     

[58]; 

(26) 

 ( )0,5
T 0,5

1
Pr 1 100Pe 0,15

1 120Re
−

−

 
 = + − 
+ 

 [2];  (27) 

      T 0,888

182,4
Pr 0,9

PrRe
= +  [59].            (28) 

Последняя модель [59] приводит к самым 
низким значениям турбулентного числа Пранд-
тля, за исключением области малого числа Пек-
ле, где число PrT стремится к 0,9 с увеличением 
числа Pe. К сожалению, авторы [59] предлагае-
мых зависимостей Nu = f(Re, Pr), часто сообщая 
об их явно завышенной точности, не дают кор-
ректных оценок погрешности таких зависи-
мостей. 

Заключение. Экспериментальные и анали-
тические исследования турбулентного числа 
Прандтля в широком диапазоне чисел Рейноль-
дса и Прандтля не дают оснований для получе-
ния достаточно точных формул для расчета теп-
лообмена в трубах в связи с большими расхож-
дениями в результатах значений PrT. Причинами 
этих расхождений являются: 

ошибки, возникающие при расчете числа 
PrT в виде частного от деления двух коэффици-
ентов турбулентного обмена, которые получа-
ются путем дифференцирования профилей ско-
рости и температуры. Каждая производная 
определяется с некоторой ошибкой, и как след-
ствие, частное от деления таких производных 
находится с еще большей ошибкой; 

многофакторность числа PrT, вызываемая 
турбулентностью в разных частях потока, физи-
ческими свойствами среды и стенки, расстояни-
ем от поверхности и др. 

Обзор расчетных корреляций для числа PrT 
приводится в работах [2, 60]. Но аналитические 
расчеты малопродуктивны в связи с необходи-
мостью введения многих трудно проверяемых 
предположений. Принципиальные трудности 
могут быть решены лишь при значительном по-
вышении точности измерений полей скорости и 
температуры в разных средах 

с Pr ≥ 1. 
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УДК 621.039.58 

МОДЕЛИРОВАНИЕ ОБРАЗОВАНИЯ ОКСИДНОГО СЛОЯ, КОАГУЛЯЦИИ  
И ПЕРЕНОСА ПРОДУКТОВ КОРРОЗИИ В СВИНЦОВОМ ТЕПЛОНОСИТЕЛЕ  

С ПОМОЩЬЮ МОДУЛЯ OXID КОДА HYDRA-IBRAE/LM  

Усов Э.В., Сорокин А.А., Чухно В.И., Мосунова Н.А. (ИБРАЭ РАН, г. Москва) 
 
Метод контроля кислорода, успешно апро-

бированный в атомных подводных лодках, явля-
ется в настоящее время наиболее обоснованным 
для минимизации коррозии материалов конст-
рукций реактора в свинцовом теплоносителе [1]. 
Наличие растворенного в теплоносителе кисло-
рода создает условия для образования на по-
верхности металлов защитной пленки оксидов 
железа, в основном, магнетита, препятствующей 
прямому контакту и растворению компонентов 
металла в жидком свинце. Последующая час-
тичная диссоциация оксида железа при взаимо-
действии со свинцом может приводить к ло-
кальному насыщению последнего продуктами 
коррозии вблизи граничной поверхности, что 
еще более уменьшает интенсивность коррозии 
металла. Поэтому наличие устойчивой оксидной 
пленки на поверхности металла способствует 
значительному замедлению коррозии стали при 
взаимодействии со свинцовым теплоносителем 
и повышению безопасности работы реактора. 
Изменение активности кислорода в теплоноси-
теле вследствие возможных технических проб-
лем может привести к растворению защитной 
пленки и последующей коррозии оболочек твэ-
лов и стенок трубопроводов. В таких нештатных 
ситуациях особенно важной является информа-
ция об истончении оболочек. 

Непосредственно связанными с коррозией 
являются последующий перенос, коагуляция, 
осаждение и повторный унос с поверхности по-
лидисперсных частиц, содержащих продукты 
коррозии. Это тесно связано с массопереносом 
растворенных и твердых продуктов в охлажда-
ющем контуре реакторной установки с тяжелым 
жидкометаллическим теплоносителем [2]. 

Для моделирования образования оксидной 
пленки и динамики частиц коррозии в свинцо-
вом теплоносителе в теплогидравлический код 
HYDRA-IBRAE/LM был интегрирован модуль 
OXID, в котором реализованы математические 
модели образования и разрушения оксидного 
слоя на поверхности стали, переноса продуктов 
коррозии по контуру и коагуляции полидис-
персных твердых частиц в потоке теплоносите-
ля [3]. В качестве базовых для расчета образо-
вания и роста оксидного слоя рассматриваются 
модели, разработанные в АО «ГНЦ РФ — ФЭИ» 
[4, 5], Институте им. П. Шерра (Швейцария) [6] 
и Аргонской национальной лаборатории (США) 
[7, 8]. Основными предположениями для моде-
лей являются нерастворимость магнетита в 
жидкометаллическом теплоносителе, однород-
ное распределение примесей в теплоносителе, за 
исключением области вблизи поверхности раз-
дела оксид железа—теплоноситель, и взаимо-


