
ЗНАКОПЕРЕМЕННАЯ ФОКУСИРОВКА 
В ЛИНЕЙНЫХ УСКОРИТЕЛЯХ*) 

А. Д. Власов 

Излагается линейная теория знакопеременной («сильной») фокусировки в ли­
нейных ионных ускорителях. 

В линейных ускорителях протонов или 
других тяжелых частиц, как известно, ра­
диальные колебания не могут быть устойчи­
выми одновременно с устойчивостью продоль­
ного (фазового) движения частиц, если не 
приняты специальные меры для фокусировки 
пучка. 

Такое средство фокусировки, как про­
дольное магнитное поле, применительно 
к тяжелым частицам требует индукций в де­
сятки тысяч гаусс. Фокусировка сетками 
или фольгами связана со значительными по­
терями частиц, а во многих случаях и не­
возможна из-за перегрева сеток или фольг. 

Определенные преимущества по сравне­
нию с другими известными способами имеет 
знакопеременная («сильная») фокусировка, 
основанная на периодическом чередовании 
фокусирующих и дефокусирующих участков 
ускорителя. В линейных ионных ускорите­
лях такое чередование позволяет использо­
вать для фокусировки действие как попереч­
ных магнитных или электростатических 
полей (линзовая фокусировка), так и самого 
ускоряющего высокочастотного поля (фазо-
переменная фокусировка). 

Линзовая фокусировка осуществляется 
посредством четырехполюсных магнитных 
или электростатических линз с гиперболиче­
ской формой поперечного сечения полюсов 

*) Доложено на Всесоюзной конференции по 
физике частиц высоких энергий 18 мая 1956 г 

(электродов), обеспечивающей постоянство 
градиентов поля 

dBv = дВх дЕх _ ЭЕу 
дХ ~ ~ 3Y ' дХ -~ dY 

вдоль осей X и Y (мы применяем прямоуголь­
ную систему координат, ось Z которой сов­
мещена с осью ускорителя). Линза, фокуси­
рующая в плоскости X Z , дефокусирует в 
плоскости F Z , и наоборот. 

При фазопеременной фокусировке исполь­
зуется периодическое изменение знака равно­
весной фазы. 

Знакопеременная фокусировка имеет свои 
недостатки, к числу которых относится огра­
ниченность допустимых ускоряющих полей 
и токов пучка, а также жесткие допуски на 
размеры и рабочие параметры ускоряюще-
фокусирующей системы. 

Теория знакопеременной фокусировки в 
линейных ускорителях после опубликования 
статей Куранта, Ливингстона и Снайдера 
[1] и Блюитта [2] интенсивно развивалась. 
Из зарубежных работ наиболее значительны 
статьи Тенга [3], Смита и Глюкстерна [4] и 
ранний отчет Белла [5]. Имеется также ряд 
неопубликованных отечественных исследо­
ваний. 

Настоящая статья представляет собой 
краткое изложение работ, выполненных ав­
тором в 1953 — 1955 гг. [6], [7]. Такие вопро­
сы, как фазопеременная фокусировка, до-
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пуски, дефокусирующее действие объемного 
заряда и др., в статью не включены и должны 
быть изложены отдельно. 

1. Исходные уравнения. Размах 
колебаний внутри структурного периода 

Радиальное движение частиц с массой 
т = , скоростью v = Зс и фазой ср опи­

сывается в плоскости XZ, в линейном при­
ближении, уравнением 

Градиент радиальных сил слагается из 
градиента, создаваемого линзами, и гради­
ента дефокусирующих сил ускоряющего поля 

F(Z, 9) = evB'.f+neE^-^ sincp-g. 

Здесь е—заряд частицы; Ет—амплитуда 
ускоряющей волны; \—длина волны; g— 
функция продольной координаты, в среднем 
равная единице; /—знакопеременная функ­
ция продольной координаты; В'—расчетное 
значение градиента магнитной индукции в 
линзах; при фокусировке электростатически­
ми линзами vB' заменяется на Е'. 

Предполагая, что скорость v и структур­
ный период 2L изменяются медленно, и вводя 
безразмерные координаты х, s, 

X = V (mvL)0 y~JL.x, dZ = Lds, (1) 

приходим к уравнению*) 

~-[A*.f(s)+Asm9.g(s)].x = 0, (2) 

где 
з 

Индексом «О» отмечены начальные значения 
величин. 

«Кинематический» множитель Л/ — (1) в 

случае ускорителя с трубками дрейфа (L оо v) 
в нерелятивистском приближении постоянен. 

*) Скачкообразно изменяющаяся величина L за­
меняется при этом преобразовании мало отличаю­
щейся от нее функцией, непрерывной вместе со 
своей производной. 

В случае ускорителя из одинаковых одно-
зазорных резонаторов, а также для свобод­
ных колебаний в циклическом ускорителе 
(L = const) этот множитель обратно про­
порционален квадратному корню из им­
пульса mv. 

Вследствие периодичности строения уско-
ряюще-фокусирующей системы коэффициент 
в уравнении (2), как и функции / , g, F (Z, ср), 
является приблизительно периодическим. 

Значения х, х' в конце и начале струк­
турного периода связаны линейными соот­
ношениями: 

L ^ K J L a 2 i Ух'Л 

В силу отсутствия первой производной в 
уравнении (2) детерминанты рассматриваемых 
здесь четырех элементных матриц равны еди­
нице. Обозначим 

COSp =
 Ql ltg22

 , V = 4-1 2-, g = ? £ = ^ » . r 2 sin j i ' 2a12 

Описываемое уравнением (2) движение устой­
чиво при условии — 1 < cos р. < 1 и может 
быть представлено в пределах структурного 
периода 2п < s < 2п + 2 (а в случае перио­
дичности коэффициента при х и для любых s) 
в виде 

i(j.s ins 
х Cxi*yx (s) + С2е~~* ср2 (s) = 

= / 4 ^ , ^ ( * ) ? . ( * ) s i n [^ - + Ф(*)] , (4) 

где срх, ср2, Ф—периодические функции с пе­
риодом 2 и п—целое число (номер периода, 
если начинать нумерацгю с 0). Функции 

w1{s)--=e 2 ср-L (s), w2 (s) = e 2 cp2 (5) удовлет­
воряют начальным условиям t^i,2 (2л) = 1, 

w'ii2 (2/г) = $ ± , п р и ч е м ^ (s) w'2 (s)—t '̂ (s)x 
2 

X w2 (s) - const = . Определяя постоянные 
Сг, C2 через x,. x', производя аналогичные 
операции для плоскости YZ и отмечая отно­
сящиеся к ней величины чертой над буквой, 
получаем: 
kCxCt= ) 

= v2[w[w'0 • X2 + WXW2 • (х')2 — (1У{Ш2)' хх'], J 
_ _ " ' } (5) 

= м2 [w[w'2 • у2 + ш)хи!г • (у')2 - {хюх1ю2)'уу']. J 
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Как можно показать, произведения 
wxw2 = ср1ср2, ш 1ш 2 = срхср2 положительны и для 
рассматриваемого уравнения (2) имеют ма­
ксимумы приблизительно в серединах фокуси­
рующих участков и минимумы—в серединах 
дефокусирующих участков. Коэффициенты 
(о^ДОз)', (w1w2)r обращаются в этих точках в 
нуль. Произведения w[w2, w[w2 положитель­
ны и минимальны приблизительно в середи­
нах как фокусирующих, так и дефокусирую­
щих участков. Поэтому целесообразно вы­
брать место инжекции в середине участка, 
скажем, фокусирующего в плоскости XZ. Из 
шести коэффициентов пять становятся ми­
нимальными, а единственный максимальный 
{wxw^ лишь незначительно больше своего 
значения на краю участка *). 

Совместим начало отсчета с серединой 
участка, фокусирующего в плоскости XZ. 
Матрица [atj] становится при этом прибли­
зительно симметричной ( a n ^ а 2 2 ) . 

В дальнейшем будем считать, что период 
включает один фокусирующий и один дефо-
кусирующий участки и состоит из двух взаим­
но симметричных половин. Структуры в пло­
скостях XZ, YZ отличаются при этом лишь 
сдвигом на полпериода, ап = а22 = ап = а 2 2 , 

(?l?2)max = ? i (2л) <р2 (2/l) = 1, 

( T i T i W = ? i (2л +1) ? 2 (2л +1) = т 2. 

Величина ? 2 равна отношению вронскиа­
нов 

^2 __ _ а 12 _ Ь22 

Здесь btj—элементы матрицы первого по­
лупериода. Из (4) и (5) вытекает 
4 i a x = [х ( 2 л ) ] 2

т а х = [х (2л)] 2 + К (2л)] 2, 

г/тах = Т 2 Ы2л) ] 2 тах= } ( 6) 

= [ТУ(2и)]М 

Отсюда при л = 0, если нежелательно раз­
личать требования для плоскостей XZ и 
FZ , получаем: 

где 2Я—диаметр апертуры; 2г и 2а—диаметр 
и угол расхождения инжектируемого пучка. 

*) На целесообразность укорочения первой лин­
зы указал, исходя из качественных соображений, 
И. Л. Зельманов в 1953 г. 

2. Область устойчивости. Возможности 
знакопеременной фокусировки 

Рассмотрим случай простейшего строения 
периода—случай идеализированного ускори­
теля с незатухающими бегущими волнами и 
прямоугольной характеристикой градиента 
в линзах ( /= ± 1, g = l , ср = const). Уравне­
ние (2) сводится к 

5 Ч [ ± Л * - Л 8 т < р ] * = 0. (7) 

Матрицы фокусирующего и дефокусирую-
щего полупериодов имеют вид 

c o s 4 > i Г с Ь Ф 2 ^ s h * 2 

- — Фх sin фх cos ф! J L ф а sh. фа спф 2 _ 

где ф 21 ) 2 = Л 2 Т A sin ср. Расчет a i ;., v, 7 в этом 
случае сравнительно прост: 

a i l = а 2 2 = c o s f1 = c o s Ф 1 с п Ф2 + 

a i 2 = T T [ s i n Ф1 c h Ф2 - C Q S Ф1 sh Ф2 + 

а 21 = Ф1 [ - sin фх chq>, + cos ̂  sh ф а + 

Границам усюйчивости cos(x= ^ 1 со­
ответствуют уравнения ф х tg ~ — ф 2 ^ t h y ^ 1 . 
Область устойчивости в координатах ф2, 

— ф 2 приведена на рис. 2 в статье [1] (область 
между двумя кривыми, пересекающими 
правый край чертежа). Применительно к ли­
нейным ускорителям более удобно строить 
область устойчивости в координатах A sin ср = 

= ^ 2 ~ Ф * f д = | / " Ф 2 + Ф? (см. рисунок). На ту же 

плоскость целесообразно нанести семейства 
кривых v = const, Y = const. 

Из-за увеличения размаха колебаний с 
ростом v i ] , а также ввиду нежелательности 
слишком жестких допусков на градиент в 
линзах, амплитуду ускоряющего поля и фазу 
частицы (которая может в процессе фазовых 
колебаний изменяться в широких пределах), 
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верхнюю часть области устойчивости (Л>1,7) 
использовать для работы практически нельзя. 
Это накладывает ограничение на величину А 
(3), т. е. на величину ускоряющего поля при 
данных р, L и \ . Из-за снижения допустимых 
А с уменьшением Л работу следует вести в 
средней части области устойчивости (Л = 
= 1,4ч-1,6). 

Уменьшение периода чередования знака 
линз позволяет увеличить ускоряющее поле, 
но требует в то же время повышения градиен­
та в линзах. В ускорителе с трубками дрей­
фа (Loop, р 2 ^ 1) допустимое ускоряющее 

Область устойчивости колебаний при зна­
копеременной фокусировке. 

поле пропорционально Р, градиент в линзах 
В'со^-, Е'= const (при Л = const). Напри-

Р 
мер, для ускорителя протонов при энергии 
10 Мэв (Р = 0,146), А = 1,6, Атах = 0,3, \=2м 
и L = 2$k получаем В' = 340 гс/см (Е' = 
= 15 кв/см2) и Ет< 1,6мгв/м(^jf < Имгв/м). 
При меньших энергиях эффективность знако­
переменной фокусировки снижается настоль­
ко, что становится более целесообразно при­
менять другие методы (фокусировку сетками). 

Переход от ионов с некоторым ~ к ионам 

с другим , осуществляемый без перестрой­
ки ускоряющей системы (т. е. при сохранении 
прежних Р), требует для сохранения прежней 
равновесной фазы cps и прежнего Л измене­
ния ускоряющего поля и градиента в линзах 

пропорционально ~ л При этом А остается 

неизменным. Сохранить прежние значения 
Ет и В' (Е') можно лишь в случаях, когда 
связанные с этим изменения уъ, А, Л не вы­
ходят из допустимых пределов. 

Если при переходе к другим ионам сохра­
няют прежние Ет и <ps, то должно измениться 
Р, следовательно, требуется перестройка ус­
коряющей системы, причем изменяются А и 
Л или В'(Е'). 

3. Расчет матриц сложных периодов 

При сложном строении периода во многих 
случаях можно свести расчет к простейшему 
случаю, описанному выше. Изложим метод 
упрощенного расчета на примере ускори­
теля с трубками дрейфа и периодом, зани­
мающим 2N трубок (за N фокусирующими 
линзами следуют N дефокусирующих линз; 
L = N%). 

Матрицы фокусирующей линзы, дефоку-
сирующей линзы и зазора между линзами 
(включающего ускоряющий зазор) при обыч­
ных упрощениях имеют вид: 

г д е а —доля периода, приходящаяся на зазо­
ры между линзами. 

Разобьем период на элементарные ячейки, 
каждая из которых состоит из второй поло­
вины зазора между линзами, линзы и первой 
половины следующего зазора. Матрицы фоку­
сирующей и дефокусирующей элементарных 
ячеек напишем в виде 
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где 

cos 4г = ( l + ) cos A ( 1 ^ a ) + 

Г/lsincp f. , a ^ s i n c f » \ a A ] • A(l—a) 

f^sincp / , *A s i n c p \ a A ] o , A ( l — a) 

Матрицы (8) можно истолковать как ма­
трицы более простого периода, описываемого 
уравнением (7). Длины фокусирующего и де-
фокусирующего эквивалентных полупериодов 
при этом составляют , -~ и отличаются от 
единицы. Строго говоря, требуется дальней­
шее преобразование эквивалентного периода 
к простейшему виду. Однако практически 

различие |* и i 2 не превышает нескольких 

процентов, а их сумма еще менее отличается 
от двух. Поэтому можно непосредственно 
пользоваться всеми результатами раздела 2 
(см. рисунок), вычисляя фи ф 2 из форму­
лы (9) и полагая 

ф2 ф2 
(Л sin с р ) э к в ^ Y 2

 2

 Y l . 

Точность такого расчета возрастает с уве­
личением^. Если учесть малость коэффициен­
тов при синусах в равенствах (9) и малое от­
личие коэффициентов при косинусах от едини­
цы, можно получить простые и дающие хо­
рошее приближение формулы: 

4. Изменение параметров от периода 
к периоду. Влияние фазовых колебаний 

Вследствие роста энергии частицы, изме­
нения параметров ускоряюще-фокусирую-
щей системы вдоль ускорителя и колебаний 
фазы частицы матрицы структурных периодов 
также изменяются от периода к периоду. 
Матрицу периода, в общем случае несим­

метричную, можно представить в виде про­
изведения 

и истолковать как матрицу некоторого эк­
вивалентного участка, описываемого урав­
нением 

(10) 

и имеющего длину = pv, причем в преде­

лах участка к2 = ™ = const, в начале и кон­

це участка к2 = ± $ • 8 (Qlh к ) . Градиент к2 = ~ 
характеризует фокусирующее действие пе­
риода, а пара ^-функций — асимметрию пе­
риода. При а1Х = а22 эта пара исчезает. 

Значения U, U' на границах таких экви­
валентных участков равны значениям х> х' 
на границах соответствующих периодов. По­
следовательность эквивалентных участков об­
разует систему, эквивалентную ускоряюще-
фокусирующей системе ускорителя. 

В случае неизменности матриц (a i ; — const) 
о-функции на стыках эквивалентных участ­
ков взаимно уничтожаются, и в уравнении (10) 

I 
к2 —~y = const. Следовательно, амплитуда 
[х ( 2 т г ) ] т а х = С/ г а а х постоянна. 

При медленном изменении матриц от пе­
риода к периоду о-функции на стыках участ­
ков взаимно уничтожаются почти полностью, 

о 1 
и к2 ъ -у . Поэтому 

если нет параметрического резонанса между 
изменениями atj и радиальными колеба­
ниями*). 

В случае произвольно быстрого измене­
ния матриц положим v = v c p -v^ , где v c p — 
медленно изменяющаяся «средняя» соста­
вляющая и — множитель, скачкообразно 
колеблющийся около единицы. Произведя 
преобразование переменных U = j A c p w , 

*) Этот результат, но без учета параметриче­
ских резонансов, был получен другим способом 
Э. J1. Бурштейном и Л. С. Соловьевым [8]. 
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dQ = vcprfg, аналогичное преобразованию (1), 
приходим к уравнению 

* £ . + Л Ч » р . в = 0. (И) 

Пусть матрицы симметричны; тогда 
A2VcP = . Квадрат амплитуды м 2

т а х = и2 + 
-f-(tt')2vi в момент изменения получает 
приращение (и')2-A (v2_). Если в этот момент 
и' •= 0, то г г т а х не изменяется. Если (и')2 = 
= (и ')тах (и = 0), то и т а х изменяется про-
порционально v^. Таким образом, в зависи­
мости от фазы радиальных колебаний на 
стыке периодов, относительное изменение 
размаха радиальных колебаний на стыке 
составляет 

\> = ( - ^ - ) ' \ 0 < х < 1 . (12) 

При несимметричных матрицах rin выра­
жается сложнее. Однако если асимметрия 
матриц невелика, то величина т\п находится 
приблизительно в тех же самых пределах. 

Возвращаясь к первоначальным коорди­
натам (1) и учитывая выражения (6), полу­
чаем: 

В том случае, когда т\п при всех п прини­
мает максимальные из возможных значений, 
имеет место предельно выраженный пара­
метрический резонанс, и размах колебаний 
возрастает, при не слишком большой асим-

v 
метрии матриц, примерно в - т а х раз за 

v ~ min 
один цикл изменения atj. 

В процессе фазовых колебаний - т а х 

'~ min 
может достигать 1,2 (при Л = 1 , 6 ) . Избе­
жать резонанса между фазовыми й радиаль­
ными колебаними практически невозможно, 
так как соответствующие условиям резонанса 
кривые, выражаемые для малых фазовых ко­
лебаний уравнением 

^фаз [х _т 
"̂рад "^&4sin<p 2 

(т — целое число), густо расположены в ис­
пользуемой для работы (средней) части об­
ласти устойчивости. Однако благодаря мало­
сти общего числа фазовых колебаний (по­
рядка 10 в ускорителях на многие сотни 
миллионов электрон-вольт), затуханию их 
по мере ускорения частиц и отсутствию 
предельно выраженных резонансов возра­
стание размаха радиальных колебаний под 
влиянием фазовых колебаний не превышает 
нескольких десятков процентов (и происхо­
дит главным образом при небольших энер­
гиях частиц). 

Равенство (12) позволяет также вычислить 
вероятные изменения размаха колебаний на 
стыках частей ускорителя, имеющих различ­
ные параметры. 

Поступила в редакцию 8 III 1956 г. 
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