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Неопределенность ядерных данных, техно-

логических параметров активной зоны, неточ-
ности используемых модельных приближений 
приводят к значительной погрешности нейтрон-
но-физических расчетов. Поэтому в целях по-
вышения надежности и эффективности управ-
ления и проектирования реакторных установок 
необходимо проводить верификацию и настрой-
ку реакторных моделей с использованием ре-
зультатов измерений. Корректное сопоставление 
измерений и расчетов возможно лишь при учете 
их погрешности. Задача количественной оценки 
неопределенности вычислений при заданной 
неопределенности параметров модели решается 
методами теории чувствительности и анализа 
неопределенности [1—3]. 

В настоящее время в достаточной степени 
разработаны методы оценки неопределенности 
линейных и нелинейных функционалов нейт-
ронного поля [4, 5]. В меньшей степени уделя-
ется внимание оценке неопределенности рас-
пределенных характеристик: нейтронного, тем-
пературного полей, распределения ядерной 
концентрации, полей энерговыделения и др. Ве-
роятностные характеристики распределенных 
параметров применяются в алгоритмах восста-
новления, настройки и оптимальной фильтрации 
расчетных моделей [6—9]. Особое значение для 
этих алгоритмов имеют вторые моменты функ-
ции состояния модели — ковариационные мат-
рицы, исследованию которых посвящена насто-
ящая работа. 

Целью работы является изучение структуры 
и поиск эффективных алгоритмов расчета кова-
риационных матриц нейтронного поля в рамках 
многогруппового диффузионного приближения. 
Анализ проводится для стационарного подкри-
тического реактора с распределенным внутрен-
ним источником нейтронов. 

Детерминированная модель нейтронного 
поля. Рассмотрим модель нейтронного поля в 
подкритическом реакторе, имеющем объем V, с 
распределенным положительным внутренним 
источником нейтронов f = [f1(r ), ..., fK(r )]Т в  
K-групповом диффузионном приближении.  
Вектор Φ = [ϕ1(r ), ..., ϕK(r )]Т группового нейт-
ронного поля отвечает системе дифференциаль-
ных уравнений 

       А Φ + f = 0  (1) 

с матричным оператором A, состоящим из трех 
слагаемых: 

  А = –M  + K  + F.  (2) 

Слагаемое M  представляет собой (K, K)-мат-
рицу, отвечающую за процессы поглощения и 
утечки нейтронов. Элементы Mij этой матрицы 
определяются следующим образом: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ).k k
kj j k ad kM Dϕ ϕ Σ ϕ = −∇ ∇ + r r r r r  

Слагаемые K , F — это (K, K)-матрицы, от-
вечающие за межгрупповое перераспределение 
нейтронов и их воспроизводство за счет деле-
ния. Элементы этих матриц имеют вид 

,

1

( ) ( ) ( );
K

i j
ij j d j

j

K ϕ Σ ϕ
=

=∑r r r  

1

( ) ( ) ( ).
K

i j
ij j f j

j

F ϕ χ νΣ ϕ
=

= ∑r r r  

Параметрами рассматриваемой модели яв-

ляются i
aΣ  — макроскопическое сечение по-

глощения; ,i j
dΣ  — макроскопическое сечение 

перевода нейтронов из группы i в группу j;  
j
fνΣ  — размножающая способность; iD =  

( )1/ 3 i
trΣ=  — коэффициент диффузии; i

trΣ  — 

транспортное макроскопическое сечение; 
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,

1

K
i i i j
ad a d

j

Σ Σ Σ
=

= +∑  — макроскопическое сечение 

увода нейтронов из группы i; iχ  — групповой 

спектр нейтронов деления; K — число энергети-
ческих групп. Решение ищется в гильбертовом 
пространстве HK(V) векторных функций 
u = [u1(r ), ..., uK(r )]Т со скалярным произведени-

ем { }
1

, ( ) ( )
K

k k
k V

u v d
=

= ∫∑u v r r r  и нормой 
2
=u  

{ }, .= u u  Компоненты векторов Φ и ( )i =J r  

( ) ( ),i iD ϕ= − ∇r r  i = 1, ..., K непрерывно диффе-

ренцируемы и удовлетворяют граничным усло-
виям 

0 0 0( ) ( ) ( ) 0,  1,..., ,i i i iD i Kϕ µ ϕ+ ∇ = =r r r  

где 0 ,Γ∈r  Γ — внешняя граница реактора V;  

µi — параметры граничных условий. В силу са-
мосопряженности оператора диффузии сопря-
женный оператор A+ совпадает с транспониро-
ванной матрицей AT. 

Свойства операторов M , K , F подробно изу-
чены в работах [10, 11]. Отметим лишь некото-
рые их особенности, важные для дальнейшего 
изложения. 

1. Спектр прямого A и сопряженного ему A+ 

операторов состоит из счетного числа собст-
венных значений ξi: Re ξ0 > Re ξ1 ≥ ..., где Re — 
действительная часть, которым соответствуют 
собственные элементы ϕϕϕϕi и ϕϕϕϕ+

i, i = 0, 1, ... 

Наибольшее собственное значение ξ0 действи-
тельно, и ему отвечает неотрицательный собст-
венный элемент ϕϕϕϕ0. При возрастании индекса i 
собственные значения устремляются в глубь 
отрицательной полуплоскости, т.е. выполняется 
Re ξi → –∞ при i → ∞. 

2. Положительное решение неоднородного 
уравнения (1) существует при условии ξ0 < 0. 

Если ξ0 = 0, то согласно альтернативе Фред-

гольма { ϕϕϕϕ0, f} = 0 → f = 0. 
3. Условно-критический оператор второго 

рода [12] B = (M – K)–1F является компактным 
оператором и удовлетворяет условиям теории 
Рисса—Шаудера. Обозначим собственные зна-
чения и собственные элементы оператора B со-
ответственно ki и ψψψψi. Тогда наибольшее собст-
венное значение k0 является ведущим и имеет 
смысл эффективного коэффициента размноже-

ния (второго рода). Ведущее собственное значе-
ние выражается через собственное значение ξ0: 
ρ = 1 – 1/k0 = С0 ξ0, где коэффициент С0 =  

= {K fφi, ψψψψ+
i }/{ φi, ψψψψ+

i }, ψψψψ+
i (r ) — собственные эле-

менты сопряженного оператора B+. Число 
ρ = 1 – 1/k0 назовем реактивностью. Из этих со-
отношений следует, что при уменьшении реак-
тивности реактора ρ < 0 спектр оператора A 
сдвигается влево, при достижении критического 
состояния ρ = 0 наибольшее собственное значе-

ние ξ0 становится равно нулю. 
Вероятностная модель нейтронного поля. 

Будем рассматривать уравнение (1) как стохас-
тическую систему уравнений со случайными 

параметрами ,, , ,  , 1, ...,
ji i j
fa d i j KΣ Σ νΣ = =  

Σ  и 

[ ]1, ..., ,
T

Kf f=f  вторые моменты которых огра-

ничены. Запишем систему (1) в форме возмуще-
ний 

(A0 + δA) (Φ0 + δΦ) + (f0 + δf) = 0. (3) 

Детерминированная матрица A0 совпадает с 
матрицей (2), параметры которой отвечают 

средним значениям Σ и f. Матрица δA состоит 

из элементов δΣ: E(δΣ) = 0, E(δΣ)2 < ∞, где 
.Σ ∈Σ  Внутренний источник нейтронов f  =  

= f0 + δf, причем E(δf) = 0, E(δf)2 < ∞. 
Решением системы (3) является случайный 

вектор Φ = Φ0 + δΦ, E(δΦ) = 0. Вычислим пер-
вые два момента этого вектора — среднее зна-
чение Φ0 и ковариационную матрицу СΦ. Для 
этого раскроем скобки и подействуем операто-
ром усреднения E на левую часть системы (3). В 
результате получим уравнение для среднего 
значения Φ0: 

        A0Φ0 + f0 + E[δAδΦ] = 0.  (4) 

Отметим, что это уравнение отличается от 
исходного (1) наличием дополнительного слага-

емого E[δAδΦ] — среднего случайного вектора 

δAδΦ, для которого введем обозначение 

y = y0 + δy, где E[δy] = 0. Предполагая, что 1
0
−A  

существует, можно записать выражения для y и 
y0 в явном виде 

( )1
0 0 ;δ δ δ δ−= − + +y AA AΦ y f  

( ) ( )1 1
0 0 0 0 .E Eδ δ δ δ− −= − −y AA A Φ AA y  
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Подставляя y0 в формулу (4), получим урав-
нение относительно среднего вектора Φ0 

( ) ( )1
0 0 0 0 0,E δ δ−− + − =A B Φ f AA y  (5) 

в котором оператор ( )1
0 0 .E δ δ−=B AA A  

Выполнив очевидные преобразования над 
уравнениями (4), (5), получим уравнение для 
нахождения ковариационной матрицы СΦ: 

  
( )

( ) ( )
0 0 0 0

1 1
0 0 0 .

T T T

T T T

E

E E

δ δ

δ δ δ δ δ δ− −

= + +

+ − −

Φ f

y

A C A AΦ Φ A C

C AA y f A A y Φ A
 (6) 

В уравнении (6) ( );TE δ δ=fC f f  =yC  

( ).TE δ δ= y y  Пренебрегая высшими по порядку 

величины слагаемыми ( )1
0,  ;TE δ δ δ−

yC AA y f  

( )1
0 0 ,T TE δ δ δ−A A yΦ A  приходим к приближенным 

уравнениям для вектора Φ0 и матрицы СΦ, спра-
ведливым при малых возмущениях параметров 
модели: 

          ( )0 0 0 0;− + ≈A B Φ f   (7) 

    0 0 .T ≈ΦA C A Γ   (8) 

Правая часть = +fΓ C ( )0 0
T TE δ δAΦ Φ A  

уравнения (8) представляет собой сумму кова-
риационной матрицы Cf вектора внутреннего 
источника нейтронов и матрицы 

( )0 0 ,T TE δ δAΦ Φ A  зависящей от вероятностных 

характеристик неопределенных параметров мо-
дели. Для решения уравнения (7) можно вос-
пользоваться итерационной схемой, предложен-
ной и проанализированной в работе [13]. 

Решение уравнения для ковариационной 
матрицы. Настоящий раздел посвящен анализу 
матричного уравнения (8) и построению его ре-
шения СΦ. Решение уравнения (8) будем искать 
в базисе собственных функций оператора A0. Из 
спектральных свойств оператора A0 следует 
справедливость разложения 

     0 0 0 .= ξ +A P U   (9) 

Оператор { }0 0, 0,, 1
,  ( ), ( ),

K

kl kl k lk l
ϕ ϕ+

=
= = ⋅P p p r r  

где l, k — номера энергетических групп, являет-
ся ортогональным проектором на инвариантное 

подпространство 0 0M = sp ( ) 
 φ r  наибольшего 

собственного значения ξ0. Здесь sp обозначает 
линейную оболочку. В случае невырожденности 
собственных значений ξi оператор U может быть 

представлен в виде ряда 
1

,i i
i

ξ
∞

=

=∑U P  где 

{ } , ,, 1
; ( ), ( ).

K

i kl kl i k i lk l
ϕ ϕ+

=
= = ⋅P p p r r  Подставив 

разложение (9) в уравнение (8) и применив 
свойство ортогональности проекторов i j =P P  

,ij= δ I  получим выражение для матрицы СΦ: 

( )00
0 0 0 02

0 0

1
,TC

α
ξ ξ

+ + += + + +Φ φ φ P GU UGP UGU  

где коэффициенты { }00 0 0 ,
( ), ( ) .α +

′
′=

r r
φ r Γφ r  Если 

каждое из собственных значений оператора A 
имеет равную единице алгебраическую крат-
ность, можно прийти к простой форме разложе-
ния ковариационной матрицы 

           
, 0

.ij T
i j

i j i j

C
α

ξ ξ

∞

=

= ∑Φ φ φ             (10) 

Коэффициенты { }
,

( ), ( )T
ij i jα +

′
′=

r r
φ r Γφ r  или в 

развернутой форме записи 

   
{ } { }( )

{ }
0 0

,

( ), , , ( )

( ), ( ) .

T
ij i j

i j

E + +

+ +

′

α = δ δ +′

+ ′f r r

φ r AΦ Φ A φ r

φ r С φ r
   (11) 

Разложение ковариационной матрицы CФ в 
ряд (10) позволяет построить приближенное 
решение системы стохастических уравнений (3). 
Чтобы это продемонстрировать, введем линей-
ный оператор K : ( ) ( )K KH V H V→ : 

{ }
, 0

( , ) ( )

( ), ( ) ( ).

V

ij j i
i j

d

β
∞

′
=

′ ′ ′= =

′ ′=

∫

∑

Φ

r

Ku C r r u r r

φ r u r φ r
 

Пусть { }, ,  0,1, ...k k kλ =v  — собственные 

значения и векторы бесконечной матрицы 

{ } ( ){ }, / ,  , 1, ...,ij i j i j i jα ξ ξ ∞= =Λ φ φ  [14]. Тогда, 

пользуясь условием полноты собственных 
функций оператора А+, нетрудно установить, 
что спектр σ(K ) совпадает со спектром матрицы 

Λ, при этом собственные элементы ( )k =ψ r  

1

,i
k i

k

v
∞

+

=

=∑ φ  где { }, 0, 1, ... .i
k kv i= =v  
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Из теоремы Карунэна—Лоэва [15, 16] сле-
дует, что центрированный случайный процесс 

δΦ(r ), заданный на области V, можно предста-

вить в виде ряда 
0

( ),k k
k

bδ
∞

=

=∑Φ ψ r  где bk — это 

центрированные некоррелированные случайные 

числа с дисперсией, равной ( ),kλ σ∈ ΦC  ( )kψ r  — 

собственные элементы оператора K , которые в 
работе [13] носят названия координатных функ-
ций. Из теоремы следует, что решение Ф(r ) сис-
темы уравнений (3) можно представить в виде 

0
0

( ) ( ) ( ),  : ( , ) .k k i i j i ij
k

b b E b b λ δ
∞

=

= + ∀ =∑Φ r Φ r ψ r  

Модель погрешности нейтронно-физи-
ческих параметров. Ряд (10) и соотношения 
(11) для коэффициентов этого ряда позволяют 
качественно проанализировать поведение веро-
ятностного распределения нейтронного поля в 
зависимости от уровня подкритичности реакто-
ра и при различных моделях корреляции слу-
чайных параметров. Исследуем простейший 
случай, когда корреляция параметров Σ, f воз-
никает за счет действия системы регулирования, 
обеспечивающей постоянство некоторого за-
данного функционала нейтронного поля. Рас-
смотрим три различных случая. 

1. Изменение нейтронного поля, вызванное 

возмущениями макроскопических сечений δΣ и 

внутренним источником нейтронов δf, не ком-
пенсируется. В этом случае макросечения явля-
ются полностью некоррелированными. 

2. Неизменным остается эффективный ко-
эффициент размножения kэф. Из требования ра-
венства нулю первой вариационной производ-

ной функционала δ1kэф = 0 получим условие 

   {δAΦ, ϕϕϕϕ+
0} = 0.            (12) 

3. Неизменным остается некоторый линей-
ный функционал нейтронного поля F = {g, Φ} =  
= const. В этом случае из линейной теории воз-
мущений вытекает требование 

   {δg, Φ} + { δAΦ + δf, χ} = 0,            (13) 

где вектор χ находится из уравнения A+χχχχ = –g. 
Формула (13) гарантирует выполнение условия 

δ1F = 0. 

В качестве функционала F можно рассмат-
ривать либо полную тепловую мощность ре-

актора { }, ,fW = Σ φ  либо токи внутри- или  

внезонных нейтронных детекторов kI =  

det
det

1

( ),
K

j
j k

j

Σ ϕ
=

=∑ r  либо скорости реакций 

{ },rR= Σ φ  и др. Подробный вывод соотноше-

ний (12), (13) представлен в работах [17, 18]. 

При kэф → 0 (или, что то же самое, ρ → –∞) 

спектр собственных значений ξi оператора A 

сдвигается влево, т.е. 1/Re(ξi) → 0. Отсюда сле-
дует, что вне зависимости от рассматриваемой 
модели корреляции параметров будет выпол-

няться условие 
2

lim 0.C
ρ→−∞

→Φ  Поведение кова-

риационной матрицы в околокритическом со-

стоянии реактора при kэф → 1 (или ρ → –0)  
будет во всех рассматриваемых случаях различ-
ным. 

1. Если kэф → 1, то собственное значение 

ξ0 → 0, и в разложении (10) выделяется первый 

компонент 2
00 0 0 0/ Tα ξ +≈ΦC φ φ  и 

2
C ∞.→Φ  

2. Из условия (12) и соотношений (11)  

следует, что при kэф → 1 коэффициенты 

{ }0, 0 ,
( ), ( ) ,T

i iα +

′
′→ f r r

φ r С φ r  так как 0 0( ).→Φ φ r  

Тогда, если Cf ≠ 0, C ∞→Φ  при kэф → 1, если 

Cf = 0, то 
2

C ∞.<Φ  

3. При kэф → 1 функции 0 0( ),→Φ φ r  

0( ).+→χ φ r  Из соотношений (11), (12) следует, 

что коэффициенты ,0 0/i i iCα ξ ξ ∞,→ <  откуда 

2
C ∞.<Φ  Отметим, что в односкоростном при-

ближении коэффициенты Ci = 0, в общем случае 
многогруппового приближения это не так. 

Необходимо сделать два замечания относи-
тельно рассматриваемой корреляционной моде-

ли параметров. Во-первых, уравнения δ1F = 0, 

δ1kэф = 0 не гарантируют строгого сохранения 
функционалов F и kэф, и условия F ~ const, 
kэф ~ const выполняются лишь при достаточно 

малых возмущениях δΣ и δf. Это не противоре-
чит выводам, поскольку изначально исследова-
ние ковариационной матрицы CФ проводится в 
рамках линейного приближения. 
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Во-вторых, соотношения (12), (13) не учи-
тывают конкретный способ, которым обеспечи-
ваются условия их выполнения. Это могут быть 
соответствующее расположение поглощающих 
стержней, подбор подходящей концентрации 
жидкого поглотителя или др. Для получения 
более точных результатов данная информация 
должна учитываться при построении модели 
погрешности параметров Σ. Однако от этого ка-
чественное поведение CФ при варьировании 
уровня подкритичности не зависит. 

Численные расчеты. Для пояснения полу-
ченных выкладок рассмотрим простейшую мо-
дель нейтронного поля. Запишем уравнение для 
плотности потока нейтронов u(x) в односко-
ростном диффузионном приближении для  
одномерной плоской размножающей подкрити-
ческой зоны с распределенным источником 
нейтронов: 

2

2
( ) ( ) ( ) ( ) 0;

(0) ( ) 0.

d
u x b a u x f x

dx
u u h


 + − + =



= =

 

Параметры a, b > 0 не зависят от координа-
ты x, источник нейтронов f(x) > 0, толщина зоны 
h > 0. Для рассматриваемой модели решение 

u(x) и ковариационная функция Сu(x, x′) в ли-
нейном приближении могут быть получены ана-
литически. 

Спектр оператора ( )2
/d dx b a= + −A  с об-

ластью определения ( ) { 2( ) [0, ],D u x C H= ∈A  

}(0) ( ) 0u u h= =
 

состоит из собственных значе-

ний 

( )
2

,  1, 2, ... ,n b a n n
h

πσ ξ
    = = − − =     

A  

которым отвечают собственные функции 

( ) 2/ sin / .n x h nx hψ π=  Условие подкритичности 

означает отрицательность наибольшего собст-

венного значения ξ0 < 0, откуда следует требо-

вание ( )2
/ 0.b a hπ− − <  

Рассмотрим физически большую размно-
жающую систему с толщиной h/L = 120, где 

,L a=  и примем эффективную долю запазды-

вающих нейтронов βэф = 0,65%. Будем вносить 

случайные некоррелированные по пространству 
и подчиняющиеся нормальному закону распре-
деления возмущения в параметры a. Учтем  
действие системы регулирования, которая со-
храняет заданный функционал посредством вве-
дения равномерной добавки к параметру a. Рас-
смотрим три случая: система регулирования от-
сутствует, система регулирования обеспечивает 
условие сохранения полной нейтронной мощ-
ности N = const и с помощью системы регулиро-
вания достигается выполнение условия сохра-
нения суммы J3 = I1 + I2 + I3 показаний I i трех 
равномерно расставленных по зоне детекторов. 
На рис. 1, 2 показаны ковариационные матрицы 
и распределение среднеквадратических откло-
нений функции u(x) для двух уровней подкри-

 

0            0,2          0,4          0,6          0,8          1,0 
x/h   

0,6 

 

0,5 
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( , ),%K x x
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Р и с. 1. Распределение среднеквадратичного отклонения 
плотности потока нейтронов при ρ = –4,8 βэф, σмакс = 1,2%
для отключенной системы регулирования (1), системы
регулирования, сохраняющей нейтронную мощность (2) и 
сумму показаний трех нейтронных детекторов (3) 
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Р и с. 2. Распределение среднеквадратичного отклонения 
плотности потока нейтронов при ρ = –0,4 βэф для 
отключенной системы регулирования σмакс = 8,5% (1), 
системы регулирования, сохраняющей нейтронную
мощность σмакс = 4% (2) и сумму показаний трех 
нейтронных детекторов σмакс = 4,2% (3) 
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тичности ρ = –0,4 βэф, ρ = –4,8 βэф. Все результа-
ты получены из аналитических расчетов. 

Расчеты свидетельствуют о существенной 
зависимости ковариационной функции нейтрон-
ного поля от корреляционной модели пара-
метров размножающей среды. В частности, в  
отсутствие корреляций функция K(x, y) поло-
жительна, ее диагональная часть D(x) = K(x, x) 
хорошо аппроксимируется первой собственной 
функцией оператора A. Наличие корреляций 
приводит к подавлению первого слагаемого в 
разложении (10), в результате чего K(x, y) 
становится знакопеременной, в распределениях 
дисперсии D(x) нейтронного поля наблюдается 
выравнивание и возникновение «провала» в 
центре, характерного для физически больших 
размножающих сред [13]. Таким образом, 
результаты моделирования согласуются с теоре-
тическими выводами. 

Отметим, что похожие выкладки и расчеты, 
посвященные оценке среднеквадратичного от-
клонения энерговыделения в РБМК на примере 
двумерной модели, содержатся в работе [19]. 

Заключение. Для реализации корректного 
алгоритма восстановления полей и настройки 
параметров реакторной модели необходим рас-
чет ковариационных функций нейтронного по-
ля. С использованием теории малых возмуще-
ний и теоремы о спектральном разложении по-
лучены матричное уравнение для ковариации 
нейтронного поля (8) и решение этого уравне-
ния в виде разложения (11). Полученное разло-
жение можно использовать для расчета ковари-
ационных матриц в качестве альтернативы ста-
тистическим подходам. Недостаток такого 
подхода заключается в том, что в некоторых 
случаях разложение (12) недостаточно быстро 
сходится, особенно в случае физически больших 
реакторов. Но если базис собственных векторов 
найден, рассчитать ковариационные матрицы 
нейтронного поля при различных корреляциях 
нейтронно-физических параметров не составля-
ет труда. 
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